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虽然 “ 报 动 ”一 词 济源 于 天 体力 学 ， 但 它 同 流体 力学 的 发 
展 有 着 密切 的 闫 了 ,奇异 摄 动 理 论 在 流体 力学 中 的 早期 应 用 ， 
可 以 追 调 到 Stokes (1847) 关于 非 线性 深水 波 理论 的 研究 ; 
Prandi! (1904) 的 边界 层 理 沦 不 仅 对 航空 工程 的 发 展 有 着 划 
时 伐 的 意 多 ， 而 且 也 是 以 后 发 展 起 来 的 匹配 渐 近 展开 葵 的 物 
SE MAY ASEH; Lighrhil (1949) 和 郭 永 剑 (1953) 在 研究 超声 
SEE BUR ARIA, DART Poincaré (1886) 
的 思想 ， 形 成 了 著名 的 PLK GREP LE). APSA 
地 转述 了 上 述 条 典 的 和 现代 的 度 体 力学 问题 ， 可 以 使 读者 对 
于 奇异 摄 动 理论 的 概 魏 和 物理 背景 有 比较 全 面 深 人 的 了 解 ， 

然而 ,奇异 振动 理论 的 应 用 不 仅仅 局 限于 流体 力学 领域 . 
豪 示 夸张 地 说, 目前 ， 这 一 理论 三 经 成 为 从 事 力 学 ,大 气动 力 
学 \ 海 洋 避 力学 声学 .光学 .应 用 数学 等 许多 专业 的 理论 研究 
人 人 员 必 不 可 少 的 手段 与 工具 . 在 近期 文献 中 ， 这 种 数学 方法 
应 用 得 相当 广泛 . 但 是 ， 这 方面 的 知识 恰恰 是 我 国 高 等 教育 
中 所 欠缺 的 .在 本 书 中 ,除了 流体 力学 的 例子 外 ,还 综述 了 奇 
异 报 动 的 一 般 理 论 ,例如 奇异 性 的 物理 判 据 , 匹 配 原 理 ， 合 成 
PEM, SOLAS ER, 改进 级 数 收 敏 性 的 理论 与 方法 ; 介绍 了 作者 
木 人 多 年 运用 这 一 方法 的 经 验 与 技巧 ， 尤 其 是 注释 部 分 ， 笨 
要 好 曾 述 了 奇异 摄 动 理论 的 新 进展 和 新 应 用 .与 岗 娄 节 籍 相 
比 ， 本 书 确 有 其 独到 之 处 ， 即使 对 于 已 经 初步 掌 提 奇异 摄 动 
法 的 读者 来 说 ,阅读 本 书 也 会 有 所 收益 无疑 ,本 书 中 译本 的 
出 版 将 受到 我 国 广大 谈 者 的 欢迎 。 


ER RS, 他 仔细 阅读 了 了 藉 稿 ,并 提出 了 
宝 提 意见 ，! 册 于 水 平 所 限 , 译 稿 中 错误 黎 漏 之 处 在 所 难免 ,已 


李 家 春 
一 妃 从 五 年 元 月 
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注 释 版 序 


自 1964 年 本 书 问世 以 来 ,有 关 力 学 中 摄 动 法 的 科技 文山 
WOR eA AE AM, ABI, AC AR RR PRD a 
MPRDRAME, BAGS RRM. (LE, RA 
AASELP RMR AKL, AIRE AR AT 
TAN MS. R-AREBRTP RAS OWA, ROE 
Be PAT 8 HY HA OS EE ie, WEBS 
EAR ARR. 即使 仅 就 流体 力学 而 言 ， 研 究 论 文 总 数 就 有 好 
ILF. 

SHAM, WERT ERG 书籍 来 总 结 和 指导 这 方面 
的 工作 。 同 本 书 一 样 带 有 应 用 性 质 和 的 有 Bellman (1964), 
Cole (1968), Nayfeh (1973) 的 书 ; 论述 更 名 数学 化 一 些 的 
有 O'Malley (1968, 1974}, Eckhaus(1973) RIF., 

REAPPEAR, RALESBRS 7H BEB A 
仍然 有 实用 价值 。 BIE iA RT h E EA ae 
利 可 图 时 ,本 书 销售 量 一 直 息 佳 . AAS AB Bit. BT 
RE RA ERARE. 

(Ae RL, ROE T BRR eR EBRR 
了 一 ' 节 注释 ，。 以 使 本 书 能 适应 新 的 情况 ， 这 些 注 释 是 氏 对 于 
页 过 有 如 右 所 示 的 那 种 标记 的 正文 的 。 这 种 标记 指引 读者 去 
THAABRARNHEMAHH-PHSAMR. MR, 
BR RA CRRA IY fh, REAT PKR TR 
论文 的 一 小 部 分 。 不 过 ， 我 们 仿 尽 量 把 那些 不 仅 同 原先 的 正 
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文 有 密切 关爱 ,而 且 还 提出 了 重要 新 入 念 .新 结 巢 的 所 有 文献 
都 包括 进去 (参看 注 1). 

书评 家 和 读 需 (不 限于 流体 力学 专业 ) 最 普遍 的 但 见 是 : 
对 于 自学 或 作为 教科 书 来 说 ,本 书 有 点 过 于 简洁 。 尽 管 如 此 ， 
本 书 被 选用 为 大 学 教科 书 的 场合 ， 比 作者 所 预期 的 要 多 .为 
此 日 的 ,每 章 末尾 的 习题 有 时 要 求 过 高 (有 若干 情形 ， 实 际 上 
不 能 求解 )。 在 注 3 中 ， 我 们 尽力 改善 这 种 状况 ， 如 绢 索取 ， 
作者 将 乐于 为 同行 握 供 自己 编写 的 题解 所 ， 并 附 以 近年 来 使 
用 的 补充 题 ， 

自 1959 年 后 ,作者 一 直 执 数 于 Stanford 大 学 航空 航天 
系 . 象 原版 书 一 样 ， 注 释 版 是 根据 一 个 学 期 (三 个 月 ) 的 研究 
生 课 程 的 讲义 编写 而 成 的 。 这 个 版 本 同样 也 利用 了 作者 本 人 
及 其 学 生 的 研究 成 果 ， 这 些 工作 多 年 来 一 直 得 到 空军 科研 部 
的 支持 。 


M. ERE 
Stantord, Calitarnia 


19756 月 
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原 版 序 


本 书 主要 论述 流体 力学 中 的 奇异 报 动 问题 .特别 是 ,统一 
地 疼 述 近 十 五 年 来 发 展 起 来 的 两 种 颇 为 一 般 的 方 著 . 这 两 种 
方 波 是 同 Lagerstrom, Kaplum 和 和 Cole 的 名 字 ， 同 Lighthill 
和 Whitham 的 和 名字 联 系 在 一 起 的 ， 在 尚未 入 门 的 人 人 君 来 ,本 
书 似 乎 偏重 于 摄 动 理论 的 反常 部 分 。 这 样 做 与 其 说 基因 为 其 
方 浅 新 颖 ， 还 不 如 说 是 由 于 青 异 摄 动 问题 在 流体 力学 中 已 殿 
见 不 鲜 , 并 且 在 现代 研究 中 日 益 和 频繁 出 现 的 绿 帮 .人 然而 ,在 现 
有 的 著作 中 ,还 没有 一 本 状 论 正则 报 动 和 奇异 摄 动 丸 容 的 书 、 
所 以 ,本 书 仍 从 对 两 者 都 适用 的 一 般 方 潜 讲 起 . 

本 书 主 要 通过 例子 进行 靖 人 .除了 少数 几 个 数学 模型 外 ， 
这 些 例子 全 都 取 自 流体 力学 ,诚然 ， 所 讨论 的 方法 正在 应 用 
力学 的 其 它 分 支 迅 速 得 到 应 用 ,作者 也 希望 本 书 对 这 些 领 域 
的 研究 人 员 有 所 神 益 。 不 过 ， 上 述 琴 种 一 般 方法 都 是 为 了 解 
决 流 体 流 动 疝 题 而 握 出 来 的 ， 并 主要 在 这 个 领域 中 得 到 了 发 
RAM, 事实 上 ， 书 中 大 部 分 例子 只 限于 在 本 世纪 中 期 被 
挤 述 为 经 典 空 气动 力学 的 那些 误 题 。 然 而 ， 奇 异 摄 动 问题 显 
然 在 诸如 非 平 衡 靖 和 辐射 流 、 磁 宽 体 动力 学 等 离子 体 动 力学 
ARMA eRe ee SRR. 可 以 肯定 ， 
在 上 述 那 些 新 学 科 由 ,以 及 在 海洋 学 ,气象 学 和 研究 大 范围 流 
体 运动 的 其 它 领域 中 ， 所 述 方法 将 会 得 到 卓 有 成 浆 的 应 用 ， 

从 1959 年 起 ,作者 在 Stanford 大 学 航空 航天 系 开设 了 
一 门 研究 生 课 程 。， 本 书 就 是 很 据 当 时 的 一 系列 讲稿 编号 而 城 
的 ， 所 以 ， 书 中 自然 大 量 帕 取 了 作者 本 人 及 其 学 生 的 研究 成 
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只 (上 虹 中 很 多 工作 曾 得 到 空军 科研 部 的 支持 】. 

本 书 的 核心 部 分 是 第 四 章 韦 关 于 绕 对 称 薄 去 不 可 上 应 缤 位 
SAA, BRAT AMR HY, RU ROBE Laplace 
DE, AMAL T TERS ye BDA AC ee, 
BY de s E BY PA S| se eh Ae PU A Be EA, 
在 太后 各 章 中 要 一 再 提 到 这 个 基本 问题 . 

作者 建议 读者 切 细 忽视 习题 . 这些 习题 简要 地 机 插 和 3) 
由 了 正文 的 内 容 ， 补 充 了 很 多 细节 ， 扔 引 了 进一步 的 僚 考 文 
HR, 

人 者 首先 要 感谢 P. A. Lagerstrom。 他 不 仅 是 本 节 记 述 
解决 硒 江 提 动 问题 丙种 主要 方 祝 中 的 一 种 的 共同 创始 人 之 
一 : 世 是 作者 的 师长 .同事 和 盎 友 ， 节 中 提出 的 很 多 恩 想 也 是 
PRS R. T. Jons, M. A. Heale 和 他 俩 在 Ame SIRS 
的 同事 们 多 年 合作 的 结晶 。 FARENDA, AH E O. 
Burggraf, I-Dee Chang, G. Emanuel, S. Kapun, S. Nadir, 
B. Perry 和 和 A. F. Pillow BAL EPRA seed FET 
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天 室 与 水 (MC. Escher, 1938) 


这 帆 牧 而 个 天 们 对 一 种 注 动 与 时 一 种 族 动 * 宁 滑 而 难以 觉 赛 的 融合 "产生 生 
动 的 印象 ， 这 种 融合 正 十 第 五 匡 所 讨论 的 匹配 汤 近 展开 法 的 核心 . 
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第 一 章 ” 摄 动 理论 的 性 质 


LI 流体 力学 中 的 近似 

流体 力学 这 门 学 科 ， 对 于 求解 非 线 性 偏 微分 方程 息 了 先 
驱 作 用 。 同 许多 天 的 数学 物理 分 支 的 茜 本 方程 不 同 ， 支 配 流 
体 运 动 的 方程 基本 上 是 非 线性 的 (更 确切 如 说 ,是 掀 线 性 的 )， 
不 管 是 否 计 及 粘性 和 可 压 弟 性 ， 都 是 如 此 。 雁 一 的 重要 例外 
是 不 可 压缩 无 粘性 流体 的 无 族 运 动 。 此 运 渤 导致 Laplace A 
程 ,对 这 个 问题 已 经 研究 得 很 闪 分 了 ,如 米 不 存在 自从 边界 ， 
其 非 线 性 柱 质 仅 以 代数 形式 出 现在 Bernoulli 方程 中 ， 

由 于 存在 这 种 基本 的 非 线 往 性 质 ， 在 度 体 力学 的 各 个 分 
SC, 精 形 解 都 是 十 分 罕见 的 。 它 们 遵 常 是 相似 解 . 这 时 ; 利 
诈 高 度 的 对 称 性 ， 仿 微分 方程 简化 成 常 微分 方程 、 即 使 对 常 
微分 方程 必须 用 数值 方法 积分 的 情 六 ， 电 很 需要 降格 已 求 把 
这 种 解 称 为 “精确 解 ”"。 Lighthi (1948) 比较 完整 地 罗列 了 
可 压缩 无 炸 谎 的 这 类 和 解 ; 

(a) HARE RARE HRW 

(b) 9 Fe Hose HBA Ra; 

(c) 366 td ST ERIE E A E E Es 

《qd] 无 限 平板 对 着 静 半 空气 的 脉冲 运动 ; 

Ce) 无 限 平板 离开 静止 空气 的 脉冲 运动 ; 

(f 静止 空气 中 圆柱 的 均匀 联 胀 ; 

(g) Sib Sa PARA Seek. 

述 可 以 根据 Schlichting AY45 (1960) 列 击 部 分 不 可 压缩 粘性 
流动 的 这 类 解 ， 


(a) 无 限 平 行 平 板 辣 , 隐 管 内 或 同心 圆 简 间 的 定常 流 ; 

《by 两 块 平板 或 两 个 间 心 圆 简 间 (向 为 一 个 固定 。 另 一 个 
Spt HIPS Bh ) OSE E VE 

C) Btieti Te AF Es 

CD BRIG BRERA BT BEA BP is 

(e) EIN EARE A ERE AI 

Cf) PUR Se SE A ay eS SEB 

(8) JERR Rae et EF i 9 Bk SS RE ee He 。 

ERER LAS ERER a AA i TK 
多 数 形 状 很 不 一 样 。 这 是 上 述 这 些 相似 流动 的 特点 。 

为 了 进一步 研究 ,我 们 常常 要 用 近 侯 方法 o( 由 前 , 男 一 条 
途径 是 编制 电子 沾 算 机 程序 !) 近 似 妹 理 是 一 种 技巧 ， 有 就 望 
”的 科学 家 的 名 字 ， 往 往 是 疗 行 之 有 效 的 近似 方法 联系 在 一 起 
的 : 

Prandd HE; 

SRY FS RI ab) Kármán 钱学森 方法 ; 

WH RIA Pranctl-Glauert VERA: 

UE FRAY Janzen-Rayleigh Rest; 

粘性 流动 的 Stokes 近似 和 Oseen 近似 ; 

Praidtl 的 边界 层 理 论 ; 

HRR Karmdn-Pohlhausen JE; 

高 超声 速 流 的 Newton-Bustmann Mie, 

在 一 些 重 要 的 领域 里、 还 有 待 于 人 们 去 发 现 某 种 完全 成 
欧 的 近似 方 靶 。 粘 性 分 离 广 动 和 高 超声 速 钝 体 娩 流 就 是 这 区 
例子 ， 


12 有 理 近 似 和 无 理 近似 
太 多 数 有 用 的 近似 方法 ， 适 用 于 问题 中 一 个 (或 几 个 ) 参 


=A: 


数 (或 变 景 ) 为 小 景 (或 大 量 ) 的 傅 况 。 这 种 择 动 量 往往 就 是 下 
列 无 量 岗 参数 之 一 : 
Janzen-Rayleigh 展开 Mach # « 1 


WG Lie Beit « i 

FER Bit ese > 1 

Stokes, Oseen 流动 Reynolds 4 & 1 

边界 层 理论 Reynolds $% >> 1 
Newton-Busemann 理论 Mach $t ®1,(7y —-1) <1 
HEER LIC AHER < 1 

自由 分 子 流 理论 Knudsen 数 渤 1 


Garabedian (1956) 关于 轴 对 称 自由 流 线 流动 的 分 析 , 是 
一 个 异 平 寻常 的 例子 ， 它 是 以 空间 维 数 略 不 同 于 二 的 近似 为 
基础 的 .我 们 称 所 有 上 述 这 些 情况 为 参数 报 动 ， 报 动量 也 可 
以 是 无 疫 纲 形式 的 自 安 量 之 一 : 


DREAM Blasius 级 数 EB <« | 
粘性 流 或 可 压缩 流 中 的 脉冲 运动 时间 Kt 
我 们 称 这 种 情况 为 坐标 摄 动 . 


随 着 报 动 量 趋 近 于 零 ( 或 无 穷 天 )，。 这 种 近似 解 就 变 得 您 
米 傅 精 确 .因此 , 它 是 一 种 渐 近 解 .原则 上 ,我 们 可 以 拒 它 作 为 
系统 的 逐步 近似 法 的 第 一 步 来 改进 它 的 结果 所 得 的 级 数 ， 
虽然 不 一 定 收 全 ,但 就 其 结构 来 说 , 它 是 一 种 渐 近 展开 。 实 际 
上 ,我们 通 带 只 要 计算 一 阶 近 似 , 有 时 要 计算 二 阶 近 人 羽 . 二 阶 
近 亿 的 主要 用 途 ， 往 往 是 帮助 我 们 了 解 一 阶 近 似 。 要 算 到 五 
阶 、 六 阶 近 你 的 情况 航 少 .但 是 能够 这 样 继续 无 穷 记 算 下 
去 ， 这 是 具有 根本 意义 的 。 我 们 称 这 种 近似 为 外 理 近似 ra- 
tional approximation), 

一 片面 ;一些 十 分 有 万 的 近 僻 解 ,在 取 任 何 已 知 的 要 限 
过 程 中 ,不 会 变 成 精确 解 。 例 如 ， 


次 型 的 亚 声速 绕 流 的 Kirman- 钱学森 方法 (Liepmann 和 
Puckett, 1947, p. 176); 

fh oe — Hee HET Xe Be AS BR AE (Hay- 
es FH Probstein, 1959, p 265); 

FS FAT AEM Spreiter 局 部 线性 化 近似 (Spreiter， 1959); 

Bea ASA] Chester-Chisnell 理论 (Ghester，1960); 

HI SS PIR Mott-Smith 理论 (Moertt-Smith, 1951), 

我 们 称 这 类 方法 为 无 理 近似 {irrational approximation), 
BRIE clot OS. RMT EP, AE 
位 表示 工作 只 能 名 此 为 目 。 误差 未 论 多 大 我 们 都 得 接受 ， 不 
能 用 逐步 近 侯 法 来 提高 其 精确 度 ， 

本 书 仅 考 虑 有 理 近 位， 故我 们 要 讨论 访 体 运动 方程 组 的 
RSF ARE NORA) Be CREE A IT SK 

用 8 来 表示 报 动 量 ， 并 作出 适当 定义 使 它 为 小 明 往 往 有 
其 方便 之 处 。 臂 如 说 ， 在 边界 层 理 论 中 , s BEM Reynolds 
数 的 倒数 或 Reynolds 数 平方 根 的 倒数 ， 

必须 假定 , 当 。 BPS. Ret. aR 
极限 状态 可 以 称 为 基本 解 。 例 如 ,大 Reynolds WE, BAS 
数 半 无 限 物体 的 粘性 流动 赵 于 神 应 的 无 粘性 流动 。 从 边界 局 
导论 的 思想 来 着, 这 种 极限 过 程 显然 是 非 一 致 的。 但 是 ,对 于 
出 更 边界 层 分 离 的 物体 而 言 ， 我 们 还 不 知道 着 当 的 极限 是 仁 
么 ,或 者 说 ,确实 还 和 不 知道 极限 究竟 是 否 存 在 ( 参 淖 7.1 9). 

在 参数 摄 动 问题 由 ， 基 本 解 往往 是 均匀 平行 流 或 其 它 平 
ARS), RN. RO AS Be Se”, MERR E 
By BE Bh 96" MEU R MR”, BIST PEK g 
标 摄 动 问题 中 ,基本 解 是 整个 方程 组 的 非 平 凡 解 (如 前 面 讨论 
过 的 祖 侯 流动 之 一 )。 通 常 就 把 基本 解 本 身 看 作为 一 阶 近 
Ww, 


= @ + 


13 HRW 

ap LAB eS oh We FP OR DR EB ME je 
RRA RSLS Bil CAAT REAR 
“PTR, Janzen-Rayleigh 方 靶 , 即 M? FRAT 2A, UBM eR AY De He 
PREAH AA EME T BRD EY SES Te He | — er e 
SEBEL TAR Mach 数 的 六 方 ,逐次 展开 成 M” 的 之 级 数 ， 
PAPAS SMU, Simasaki (1956) BAVA TARE 
WG 5 RE a RA OB AR, 当 绝 热 指 数 7 了 为 1.405 时 ， 
他 求 得 最 大 速度 gma CEEE EHT HERA AY E ihe 2 
HE) [ADSE DIRE U RO BS BE 2) 
a = 2.00000 + 1.16667M? + 2.58129M* + 7.53366M° 


十 25.69342M* - 96.79287M + -= Gay 

bose HY Se Se Pe PAY AY RGA As A KAS Bl 

Ab ie oi 2 Be [Wend(1948) 在 一 篇 报告 中 说 , 当 大 ?充分 小 时 ， 

让 化 性 已 经 得 到 证 明 , 但 此 证 明 从 未 发 表 过 了 ,实际 上 ;根据 上 

述 级 数 系数 的 性 态 ， 当 对 接近 于 约 为 040 的 临界 值 时 (这 时 ， 

Jan APE). RRR BBR SS H 
10.6). 

EBRMAKRRICOH, ASR 
流 的 报 动 ，Hantzsche (1943) 对 应 度 比 汐 5 HR, 计 
算 了 零 必 由 下 在 证 南 速 可 压缩 流 中 的 薄 缀 展开 式 ， 他 求 出 最 
大 速度 为 

its 一 1 the 二 和 + Pye 


十 Me {= | -+ $ TU + rG 一 m] 


-Lâr trle 


` 


a+ M’ [i+ > PO + 1)(8 — M’) | et loge 


2° 
+ Ole”) (1.24) 
式 中 
f= SM, roa 7I M (1.2b) 


在 这 里 和 全 书 中 ，log 指 的 是 自然 对 数 。 Rant Sees 
那样 ,在 《1l,2a) 式 中 出 现 摄 动量 的 对 数 项 是 出 乎 意料 的 .上 
式 的 下 一 未 知 项 是 et 阶 的 . 由 于 在 10.3 节 中 所 述 的 理由 ， 
客 应 该 局 s‘lge 阶 和 的 项 一 起 被 包括 到 四 阶 近 似 中 去 . 

在 小 Reynolds 数 下 ，。 绕 过 三 维 物 体 的 粘性 流动 可 用 
Stokes 上 近 局 来 描述 ， 对 于 前 后 对 称 的 物体 , 可 以 用 Oseen jT 
MLSE ERE A, Goldstein (1929) iF ET IER Oseen 
阻力 级 数 的 六 项 ， 阻 力 系数 有 以 半径 为 特征 长 度 的 Reynolds 


HR 一 Us yes Ho (参看 注 2) 


v 


Co 一 一 有 一 名 (1 十 三 及 一 站 本 十 -2 RR 
BIT7292 R a 320 2560 
_ 30179 pa, 122519 R 4 ++) (1.3) 
2150400 17203200 f 


这 里 ,最 后 一 项 的 系数 已 为 Shanks (1955) 校正 ， 完 全 Ne 
vier-Stokes 方程 的 解 ， 从 第 三 项 起 就 同 Cseen 近似 不 一 样 
T., RE Proudman 和 Pearson (1957) 的 工作 ， 得 出 (参看 


注 10) 


Cos fi + ; R+ R’ logg R + ocr?) | (1.4) 


EX Reynolds BF, Prand! AAR ARR TORI 
HPSEC, Blasius BION RO. CANIM a 


. > 


驻 点 小 距离 进行 坐标 摄 动 。Tifford (1954) 用 这 个 方法 计算 
到 第 六 项 。 得 到 的 抛物 往 的 局 部 摩 阻 系数 为 (Van Dyke, 
1964a) (AB 12) 


Ci = 一- = 2o 
Z eu VR 


3 
x [1.23259 * — 1.93186 (=) 
g a 


45 o 
+ 3.1195} (=) — 5.02892 (=) 
ra 


ù 


yht x 1i 
+ 8.14109 (2) -— 13.18662 (5) + =] 
a 


R 


(1.5) 
其 中 , * 为 沿 着 物体 表面 的 距离 ,RR 做 是 以 头 部 半径 4 为 特征 
EERI Reynolcs $t, 

可 以 用 Peandl JH REE AIR AHA A 9 
BMEAT ERA. 第 九 童 讨论 了 其 高 阶 近 羽 的 计算 方法 ， 
椭圆 机 隅 升力 曲线 的 斜率 (Van Dyke, 1964b) 为 (参看 注 
13) 


4 f7 — t... 
+i(i+e log ) 4 + | 
(1.6) 
在 Newton-Busemann 近似 中 ， 人 人 和 们 用 展开 成 i 和 


1 的 鲍 级 数 的 方法 ， 着 手 研究 绕 印 体 的 高 超声 速 流动 ， 


这 是 众所周知 的 难题 . Chester (1956b) 计算 了 产生 旋转 项 
物 面 形 状 激 证 的 旋 成 体 情 况 ， 航 数 的 项 数 他 算得 最 多 . 当 


* 7 + 


M 一 0 时 ,他 求 出 灌 波 脱 体 距离 入 同 法 部 半径 8 之 比 为 
A r—il 8 y= livia 13 zr iv 
-人 
463 f8 /7— 1 
-48 (二 十 (1.7) 
AUS, RADE LI IT RHI. 


14 正则 报 动 和 奇异 摄 动 问题 

在 最 顺利 的 情况 下 ， 摄 动 解 可 以 得 到 完全 令 人 满意 的 结 
E., 往往 不 能 认为 级 数 总 是 收 伍 的， 对 于 参数 据 动 来 说 ， 尤 
其 是 如 此 .但 是 , 退 的 渐 近 性 质 表 明 ， 只 要 e 适当 小 ,计算 几 
项 便 可 在 流 场 中 处 处 达到 足够 的 精确 度 . eo, EP le 
Mach 数 时 ，jJanzen-Rayleigh 展开 式 的 这 种 一 致 有 效 性 看 来 
是 确 滑 无 疑 的 。 我 们 就 称 这 类 问题 为 正则 摄 动 闻 题 . 

A-AG. RAAN, RBM AR TRB PE 
一 致 有 效 的 ， 在 大 Reynolds BC FÉAR REA RAE 
所 周知 的 例子 .这 时 :对 无 粘性 流动 的 基本 解 进行 摄 动 在 物体 
表面 附近 和 朱 效 了 ,必须 辅 之 以 边界 层 近 似 。 在 这 种 情况 下 ,不 
仅 一 阶 近 似 局 部 失效 ,而 且 在 高 阶 近似 中 也 会 有 这 种 困难 (如 
浊 还 能 计算 高 阶 近 似 的 话 ). 所 以 ,在 非 一 致 性 区 域内 , 解 的 许 
质 不 是 你 来意 好 ,而 是 意 来 您 坏 ， 这 时 ,我 们 就 称 这 类 问题 为 
FEDDE. 

FETA DE, APE BL, 随 着 必要 的 数 
THEIRE, TAXAR R R RA eT ES H E 
增 ， 即 使 是 对 一 些 经 内 问题 ,一 上 县 认识 到 它们 的 奇异 人 性质 后 ， 
大 的 轴 想 就 会 移 然 开朗 ,产生 新 的 见解 ， 基 于 上 述 这 些 原因 ， 
本 节 主 要 讨论 青 寞 缀 动 问题 

为 了 研究 青 寞 报 动 阿 题 ， 量 近 提 出 了 两 种 相当 一 般 的 方 
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法 .一 种 是 边界 康 理论 概念 的 拓 广 , 叫 匹 配 浙 近 宕 开 法 ; 另 一 
种 是 Poincaré 思想 的 引 伟 , 岂 变形 坐标 法 。 关 于 这 两 种 方 苇 
台 理 性 的 数学 证 明 , 还 处 在 萌芽 状态 。 办 此 ,还 不 能 确切 地 回 
答 : 什么 了 时候 可 以 使 用 哪 种 方法 ”对 于 某 一 给 定 的 问题 。 用 
哪 向 方法 更 好 些 9 这 责 种 方法 问 又 有 什么 联系 ”不 过 。 我 们 
试图 通过 研究 某 些 能 说 明 问题 的 们 子 ， 以 便 对 上 述 这 些 问 题 
有 所 了 解 。 在 茶 些 实例 中 ， 将 站 常生 分 方程 作为 简单 的 模型 
来 说 明 要 点 ， 但 是 只 要 有 可 能 ， 我 们 就 从 流体 力学 的 近期 广 
献 中 选取 例子 ,这 样 一 来 ,我 们 递 常 就 要 涉及 偏 微 分 方程 了 . 

因为 我 们 所 研究 的 ,是 有 普遍 应 用 的 那些 方法 ,所 以 。 正 
像 已 经 引用 的 那些 结果 一 样 ,所 举 的 例子 既 有 无 粘性 流 的 ,也 
有 有 粘性 流 的 ; 速度 范围 从 不 可 庄 缩 直到 高 超声 速 ， 我 们 假定 
读者 已 经 了 解 用 来 说 明 数 学 方法 的 那些 同 题 的 物 于 篆 景 . 作 
者 还 希望 读者 热 悉 分 析 的 基本 方法 。 偏 微分 方程 的 基本 理论 
和 复 变 函 数论 的 基本 概念 (特别 是 ,用 解 术 延 拓 方法 完整 地 措 
述 一 个 解析 函数 这 个 豚 其 重要 的 基本 概念 )， 


第 二 章 ”正则 摄 动 问题 


2.1 引言 : 绕 贺 柱 的 基本 流动 


我 们 首先 考虑 若干 互 有 关联 的 正则 摄 动 问题 ， 以 说 明报 
AACN RE SR. FERRARA RA. et 
蜡 报 动 引 起 的 复杂 性 , 则 要 放 和 到 以 后 各 章 中 去 讨论 ， 

由 于 精确 解 很 军 殉 :所 以 人 们 珍视 它 :, 并 尽 可 能 充分 把 利 
用 它 ， 于 是 ,一 个 精确 解 往 往 用 若干 方式 进行 摄 动 , eee 
各 种 不 同 的 效应 。 对 于 绕 过 物体 的 无 界 六 动 这 一 被 为 平常 购 
室 气 动力 学 问题 ,我 们 可 以 进行 如 下 摄 动 ; 

O 上 游 无 穷 远 处 的 边界 条 件 ; 

Gi) Ske Ah RRs 

GD 运动 方程 
对 上 述 每 一 种 可 能 铺 况 , 叉 可 依次 用 种 种 不 同 的 方式 来 进行 . 
Sein, 绕 圆 锥 的 超声 速 流 动 的 精确 无 沾 解 可 用 (让 的 方式 进 
行 握 动 来 研究 下 述 效应 : 

(a) Bef (Stone，1948); 

Cb) (Aten) (Kawamura 和 Tsien, 1964), 

LL Gi) 的 方式 报 动 来 研究 以 下 影响 : 

(c) 弹 体 头 部 初 给 曲率 (Cabannes, 1951}; 

(d) SBE RRMA (Feri $, 1953); 

Ce) ebt (Yakura, 1962), ` 
H Gi 的 方式 摄 动 ,可 以 考古 

(£) 小 粘性 《antzssbe 和 Wendi, 194140 220m, 

为 了 说 明 上 述 几 种 可 能 和 铺 况 ,而 又 不 需 进 行 过 多 的 计算 ， 


« Ig « 


我 们 取 无 环 量 的 不 可 压缩 、 无 粘性 圆柱 绕 流 这 一 定常 平 曾 涝 
动 为 基本 解 (图 2.1)， 讨 论 时 ， 不 仅 使 用 速度 势 ,而 且 使 用 泳 
函数 是 适 官 的 ,因为 下 面 我 们 还 要 研究 有 旋 流 , 这 时 就 不 存在 
速度 势 了 . 


图 2.1 ARO ATL REAR. - 


对 于 不 可 压缩 平面 流动 ， 在 向 卡 儿 坐 标 系 OF Die BRE FT EE 
下 式 定义 : 


ad = nudy — vda {2.1) 
AASIAS ME E PCR Ei A TE 

Wb = —a(d)} (2.2) 
它 表达 了 没有 粘 福 时 沿 着 流 线 的 涡 量 为 常数 这 一 物理 事实 ， 
RT AB off) 是 中 的 线性 函数 的 情况 之 外 , 这 是 一 个 非 线 
性 方程 。， 对 于 均 名 来 流 , 上 游 远 处 的 涡 量 和 等于零; 留 下 的 项 汶 
Laplace 方程 


by +O + 200 — 9 (2.3a) 


在 这 里 以 及 全 书 中 ,下 标 用 来 表示 偏 导 数 。. WARD 
Eg: plr, 9) > Ursin 6 (Wr co) (2.3b) 
物 面 上 : 中 (es 的 =0 (2.3c) 
还 有 使 环 量 为 零 的 某 个 条 件 , 司 如 ,要 求 流 场 对 于 日 一 0 射线 
FEAT PRAT, BY 


br, 9) 一 — lr, —@) (2.3d) 


* J » 


二 述 问 题 的 解 由 均匀 流动 如 上 放置 在 图 心 处 的 偶 极 子 来 确 


定 ; 
di lr, =U (r 一 一 a sin @ (24a) 
ri 
相应 的 速度 势 为 ， 
dkr, 6} =U (+ + £) cos (2.4b) 
(2.4) 


它们 当然 可 以 组 合成 复数 形式 的 表达 式 
dit ido U (2 +5}, z= reid 
= 


22 BEDANE 
BSS Oe NI FR ROE. BOR ESP T 


Tit, CAI BA A CB 2.2), 其 速度 为 
由 wy 一 u(i + e2) =U (1 +e Z sing) (2.5a) 


Paa 


r 


向?.2 AEn. 


BAT CA » TOCA RE AAT DE BRAN CGE BE B PAE Be) 


= dL 

De u(y tis 2) 

1 r? 

1.faq- cos28)| (2.5b) 
d 


=U [rsin + 
4 


HREH 


1+ 12+ 


O 


toa = — Vipa = & (2.5c) 
因此 ,整个 问题 化 为 
bn + oe 十 =g z (2.62) 


i 
po | sin@ 十 Ian 《1 一 cos26)| 
4 a 


(24 7 > 20 时) (2.6b) 
gla, 2) = 0 (2.60) 
为 了 得 到 唯一 解 , 必须 补充 ,譬如 说 ， 物体 不 引起 附加 环 量 的 


WR IC et Re BNR, ART RL ah 
的 无 诈 运 动 的 解 差别 不 大 。 根据 这 个 假设 ,我 们 暂且 令 
P(r, O36) = dlr, 0) + eb, ob 十 (2.7) 
其 中 p 是 基本 解 (2.43)。 把 式 (2.7) 伐 人 描述 整个 问题 的 
式 (2.6) th, & © 的 同 次 宪 项 相等 , 便 得 一 阶 摄 动 问题 : 
dur 二 和 二 28a) 


r a 


Hote Cl 一 cos20} 【 当 了 一 oo 时 7) (2.8b} 


dla, 0) = 0 (2.8) 
在 这 个 简单 的 问题 中 ， 上 游 远 处 流动 的 有 旋 部 分 给 出 了 
计 及 微分 方程 (2.8a) 右边 非 齐 次 项 的 特 解 ,所 以 ， 把 解 表达 


为 姐 下 形式 是 适宜 的 ; 
rd) = + = rt] — cos 20) -+ xr, 0) (2.9) 


找到 特 解 以 后 。 微 分 方程 就 化 为 齐 次 形式 ( 即 Laplace 方程 ， 
而 不 是 Poisson FH), 而 齐 次 解 (Complementary solution} x, 
Wei he. In T El: . 


.13- 


Kien 十 zz 十 zt 一 0 (2.10a) 
r r? 
x a 【 当 ， 一 co It) (2.106) 


x(a, 0) = — A UAl 一 eos20) 《2.10c) 


这 同 基本 向 题 《2.3) 一 样 , 很 容易 用 分 离 变 量 法 求解 , 它 仍然 
只 有 一 个 无 环 量 的 唯一 解 。 然 后 抬 上 述 结 果 妇 纳 起 来 ， 恒 可 
得 完整 的 一 阶 和 解 

p= u(r —£) sing + 1 eU [= (1 — cos20) 


3 
十 = cos20 一 a] (2.11) 


基本 解 由 均匀 流 ( 无 穷 远 处 的 侦 极 子 ) 加 上 它 在 贺 中 的 映 象 
{在 不 点 处 的 偶 极 子 ) 所 组 成 。 类 位 地 ， 一 阶 拉动 则 由 来 流 有 
旋 部 分 及 其 在 圆 中 的 揣 称 和 常数 项 组 成 ， 这 个 常数 可 用 来 调 
RE Ce LST Se. 

通常 我 们 在 这 个 方程 后 面 写 上 上 “十 … ”或 “下 De 人”， 以 
强调 这 个 结果 对 于 小 的 8 只 准确 到 一 阶 。 但 是 ， 对 这 个 非典 
型 的 情况 ， 报 动 展开 式 至 此 蕉 止 ; 这 个 解 就 是 精确 解 [参看 
Lamb。1932，p.235 方 程 CD]. 但 对 于 其 他 任何 一 种 上 游 
流动 ,问题 是 非 线性 的 ， 摄 动 解 将 是 的 无 限 项 寡 级 数 (参看 
习题 2.4)， 

作为 研究 前 切 效应 对 屁 流 或 边界 层 中 总 压 管 (Pitot 管 ) 读 
数 影 响 的 错 型 , Hal (1956) 考虑 了 这 个 解 .不 难 证 阴 , 驻 点 六 


b= OM LI ， Lea 处 出 发 ， 因 此 所 测 得 的 驻 压 高 于 


正 上 游 处 的 驻 压 , 即 总 压 管 的 读数 过 高 .实验 已 经 观测 到 这 种 
eR. Hall 还 讨论 了 对 于 圆 球 的 前 切 绕 流 。 但 这 个 问题 就 复 
RET. 


« Eds 


2.3 微小 变形 圆柱 的 绕 流 

TH, SRHARH LAZAR NR. AMS ETE 
Pie eH R Re See EAC 2.3) 18 
方程 


r = a(l — esin'd) (2.12) 
HR, ET AEB — bi, ba ate ae en 


—— ` - 


Me 


图 2.3 Spa SM RU REI IAEA Dm. 
aam, RELAI 6 BRABANT 


式 
blr, 83 e) = polr, 日] 十 Birs 8) + -> (2.13) 
把 它 代入 完整 的 问题 中 去 。 对 于 运动 方程 (2.3a) 和 上 游 边界 
条 件 (2.36), 我 们 仍 可 让 的 同 次 竺 相等， 号 头 两 项 中 得 
Wy = 0, h Ursing {Br-ro0) (2.142) 
Vid, = 0, bh—0 C4 r-o) (2.145) 
但 是 ,在 物体 表面 上 切 向 流动 条 件 就 要 复 霖 一 些 , 它 可 精确 地 
BA 


加 [ef 一 esin’), 0] + stlatl — sesin’), 3] 
十 ,一 0 C2.15a) 
这 里 , 摄 动 参数 8 庄 以 显 式 出 现 , 义 隐 含 在 各 了 泡 数 的 第 一 个 自 
变量 中 ,所 以 不 能 直接 让 8 的 同 次 里 等 于 雯 .只 有 把 函数 展开 
成 依赖 于 8 ARR. 如 果 我 们 假定 di R do —tE 
ese 


是 上 的 解析 图 数 ， 我 们 可 在 > 二 a 附近 把 它们 展开 成 Taylor 
oR. MRR e 的 线性 项 ,得 到 
dala, 0) — easin*Gd,(a, 9) + ed la, O) 


+++ = 0 l {2.15b) 
现在 可 以 让 5 网 次 寡 相 等 ,得 到 
Pola, 8) = 0 (2.1 6a) 
pila, 0) 一 asin Opala, 0) 
= 5 Val 3sin 8 一 sin 37) (2.16b) 


sh (2.16b) 的 最 终 形式 由 基本 解 内 的 式 《2.4a) 48. 
ME, AA (214b), (216b) 同 基 本 问题 具有 相同 
的 形式 ,因此 同 格 不 难 求 解 ， 于 是 ,完整 的 -~- 阶 近似 为 
¢=U G ~E} sing + > sU E sin ĝ 


一 sin 30) + ols’) (2.17) 


Be ,物体 表面 上 的 + ERE, TUS > 等 于 它 

在 表面 上 的 数值 (2.12) 来 求 得 ， 但 是 , 略 去 无 关 紧 要 的 高 阶 

项 来 简化 所 得 的 结果 ， 这 是 同 已 经 引进 的 近 信 是 一 臻 的. 还 

是 在 基本 值 + 一 4 附近 展开 成 Taylor 级 数 便 可 达到 这 一 目 
的 。 这样, 我 们 就 得 到 了 , 茵 寻 , 表 珈 速度 的 表达 式 

g— U(Qsind + esin 30 + +++) (2.18) 


2.4 HU eke mre ew at 

现在 来 考虑 运动 方程 的 报 动 。 假定 流体 是 稍 可 压缩 的 ， 
来 流 Mach Bee, ASWARA PERE SIA A 
密度 发 生变 化 而 复杂 化 了 ,所 也 用 速度 势 来 解 问题 方便 些 . 设 
速度 向 最 为 9 一 gcad， 于 是 , 对 于 完全 气体 的 平面 流动 ， 
完整 的 速度 势 方 程 为 【Dawatitsch，1956，D.328) 


+ 看 >» 


ben 十 bay 一 M? [thes + Wbedyday 十 yy 


+ Poh (bi + 6} —1) (dee + by») 
(2.192) 
其 中 M 为 来 流 Mach W, 把 这 个 方程 变换 成 极 坐 标 形 式 ， 
可 得 


chr bar a l aya i( BB Pa £) 
„+ + 一 M r 十 
iý r r7 2 $ Or r o 


x (ot + 2) eodera) 


x ( be # -+ $e) (2.195) 
AD ERM, BEKE RE RIBERA TE RR 
ty: b> reos? { 当 r — æ) (2.20a} 
‘ai: Cl, 0) = 0 (2.206) 

还 机 加 上 环 量 为 零 的 对 称 性 要 求 . 


我 们 八 此 机 会 说 明 求 逐步 近似 解 的 另外 一 种 方法 ， 即 涂 
代 法 ， 而 不 象 前 面 那样 假定 一 个 摄 动 展开 式 . 为 此 ， 把 代表 
可 压缩 性 效应 的 所 有 项 都 移 刘 微分 方程 的 右边 去 ， 把 这 些 项 
都 略 去 贷 导 出 不 可 压缩 流 的 基本 解 ， 这 个 艇 由 式 (2.4b) 中 令 
U 一 a 一 1 得 到 。 为 了 计算 可 压缩 性 一 阶 效应 ,我 们 用 基本 
解 来 估计 右边 的 非 线性 项 ， 再 进行 求解 。 这 时 微分 方程 成 为 
Pint fu. + as =2M? E — 2) cos 8 


r? rs 


+ + cos 30| (2.21) 
f 


3 


在 从 代 过 程 中 ,每 一 步 痢 可 计算 完整 的 解 , 而 不 是 只 计算 前 一 

步 结 困 的 小 的 修正 最 ,这 样 做 有 其 方便 之 处 。 所 以 ,每 一 步 痢 

要 可 上 完整 的 边界 条 忻 (2.20). 我 们 不 用 河 拉 伯 数字 而 采用 
= I7.» 


穷 马 数 字 作 下 标 来 表示 这 种 逐步 近 他 解 ， 以 示 区 别 。 我 们 发 
现 ， 微 分 方程 中 含 (> 一 1) 的 项 对 一 阶 近似 四 没有 影响 ， 
风 可 压 乏 性 一 阶 效 应 同 气体 的 热力 学 性质 无 关 . 

按照 Rayleigh (1916) 的 方法 ,通过 分 离 变 量 ,我 们 求 得 
了 过 代 方 程 (2.21) 在 无 穷 远 处 等 于 零 的 特 解 ， 


工 工 1 
yp = M? [( 1 一 L) cos? 一 市 cos30| (2.22) 


还 必须 加 工 一 个 齐 次 方程 ( 即 Laplace 方程 ) 的 解 以 满足 原 边 
TRE. BUA BAR 
13 1 1 


dy (- + L) eos M | Ds PPE 


十 -下 ) cos 二 (二 一 2) cos 39 (2.23) 
12r’ 127 4r 


HERA RAKES, FARAR — BTS | FAY) Sima 
saki 级 数 (1.1) 的 前 两 项 . 

重复 这 种 迭代 过 程 可 以 得 到 高 阶 近 羽 ， 唯 一 的 困难 基 计 
ALR RAR RRS. HOARE RK. HA 
A Baw AP ROL PRD BER (参看 注 2). 


2.5 ESTER IA 
PRATT AY CL Se FG Sg ab ET E E PE PRA Fo PRS hE 
eel, RIN i A A a EAS A SE, TRH 
数 满足 方程 
a — a 2b = yg’ 2 
(os 3° o.2)vr vig (2.24) 
这 时” RAISER. SOR RATES LB BARE RL U- 
s = 1,» 就 可 用 RT RRB R= SO 2 是 以 半径 为 特征 
长 度 的 Reynolds 数 . 这 个 方程 表示 这 样 一 个 物理 事实 ， fz] 
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景 一 方面 以 当地 速度 进 行 对 流 ( 方 实 堪 边 )。， 同 时 六 粘性 而 发 
EFRA). 
当 Reynolds XOJA AAR ARALDE, AF A 
的 方程 (2.2)。 这样 一 来 ， 在 此 极限 下 基本 无 粘 解 〈2 .43a) 就 
成 为 精确 解 了 了 .。 假如 我 们 要 用 选 代 法 获得 大 Reynolds 数 情 
形 的 摄 动 解 ,方程 应 变换 成 极 举 标 形式 ,并 加 上 物 面 上 无 误 访 
ee, Rat, RTPI, ARIE ETA 
通 。 因 为 用 基本 解 来 计算 时 ,右边 项 等 于 零 , 所 以 问题 中 不 再 
ES Reynolds XT. 

当然 ,由 于 Pranctl HWA RICE RIE SAB, 
小 可 压缩 性 和 小 粘性 问题 , 尽管 袁 耐 上 看 来 两 者 很 相 巾 , 但 它 
们 本 质 上 是 截然 不 同 的 ， 因 为 对 前 涛 说 来 ， 基 本 解 在 渍 场 中 
是 处 处 有 效 的 和 近似 解 ; 而 对 后 者 谨 来 ,不 管 Reynolds 数 多 大 ， 
在 驳 面 附近 基本 解 不 适用 。 因 臣 ， 粕 小 的 可 压缩 性 效应 是 一 
种 正则 报 动 ,而 小 粘性 效应 则 是 一 种 奇异 摄 动 . 


26 边界 层 的 坐标 展开 


ETELA Hie aA MARR RAR 

2. 现在 大 致 回顾 一 下 Prandt HRA ARRA R A hi 

的 . 在 大 Reynolds 数 下 ,粘性 仅 在 物体 各 面 附近 的 菏 层 里 是 
置 要 的 ,在 这 一 薄 层 让, OOF (2.24) 可 以 近似 地 化 为 

Py hey — Prdy = Pysy FF at (2.258) 

这 里 , * Aly SAR ENEA THEA RH eS PS 

(824), 显然 ,已 经 对 7》 进行 过 一 次 积分 ， 把 四 阶 方程 化 成 

了 三 阶 方程 ， 受 后 一 项 是 积分 函数 , 4 是 无 粘 流 的 表面 速度 . 

根据 物 面 上 这 度 为 零 的 要 求 ,给 出 于 个 边界 条 件 : 
h(a, 0) = dy(x, 0) =0 (2.25b) 
第 三 个 条 件 , 即 在 边界 层 外 缘 达 到 无 粘 流 的 表面 速度 , 可 


由 19 >» 


以 写成 
lim y(x, Y) = 4 (2.25¢} 


这 里 yc Ay BRE id I BREA RB HE 
os ke eS 

ERAAWF RES 
iat, MERTA BBE 
上 边界 层 的 坐标 摄 动 。 在 
Prantl WARP EA, 
它 还 是 一 个 正则 摄 动 问题 。 

BERTI ARER * 
TRAE 。 相 比 是 小 量 . 
图 2.4 PGi BER, 于 是 ， 流 函数 可 以 展开 成 


= AOR, 从 对 称 性 条 件 显然 可 知 ; 级 数 中 仅 出 现 奇 次 
HW, ADEEL, TORTS A 
一 /IT [= 2 : 
6 一 V320m [En F) o], 


x 
a 


2U (2.26) 
Va 


这 是 Blasuis 级 数 (Schlichting, 1960, p. 146) 的 标准 形式 ， 
SBE AC By A A EH DE 
qa WW sin Ž 一 20 |= 一 工 (=y + | (2.27) 


a 6 a 


HERA WABI (2.25), 令 = POT) AE S. BT Bl 
一 系列 包含 党 微分 方程 的 问题 : 
oti ~fi+1l=0, (0) 一 下 (0) 一 0， 
foo = 1, (2.28a) 
BY + dy — tih + 3h. + 1 = 0, 
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A) = (0) 一 0 fi(oc) 一 $ (2.28b) 


其 中 第 一 个 问题 是 关于 驻 点 附近 平面 类 性 流 的 经 典 的 Hie- 
menz 问题 ,其 余 问 题 是 对 它 的 线性 摄 动 。 

FARE BAA (Tifford, 1954) 得 出 六 (0) 一 1.2325877, 
fs (0) = 0.7244473, a 


C = = = [6.973 = — 2.732 { Z) 十 … -| 
Ee 


(2.29) 


它 在 = = 1.6 HS, RRRMA BE BEA 92° 处 从 圆 


柱 表面 发 生 分 离 。 SUR eR MAMA e dE 
109° (Schlichting, 1960, p 154), (AA FRET ORM 
象 。 使 我 们 的 整个 分 析 都 不 适用 了 . 因 分 离 再 象 所 产生 的 宽 
大 的 尾 迹 严重 地 改变 了 物体 前 部 的 注 动 图 象 、 因 此 在 那里 明 
然 Prod 边界 层 方程 (2.259) RAR, 无 粘 流 的 表面 速 
BE 4 却 不 能 由 式 (2.27) 正确 地 给 定 ,而 是 未 知 的 (图 7.1), 实 
TEAR: 实际 上 约 在 81° 处 发 生 分 离 

Bissuis 级 数 仅 对 于 不 发 生 分 离 现 象 的 解 是 自治 的 .均匀 
来 流 的 抛物 注 绕 流 就 是 一 例 ， 第 一 章 的 方程 (1.5) 是 这 个 问 
RATE AZ A (2.29) 的 前 六 项 结果 ， 

习 
21 BOE. FERE Re Ad TEER BER ee 
BFR SAB oft + 上] 规律 发 生 微小 的 变动 。 CARS 
5 阶 的 速度 势 , 并 求 其 流 录 数 , 证 朋 它 在 物 休 表面 上 不 等 于 堆 , 
2.2 FO CRM. PERCHA Seo 
BRE LEB TFS ILE CRE SK. RERMEMEL A 
> 2L + 


某 个 小 参数 = 乘 凡 外 表面 压力 系数 同 具 部 压力 系数 之 蒜 〈 设 内 部 压力 
AEE), BTR YS. DOR CUR EERE © 阶 的 外 流 
MRAM ED MAHE EIEE ER MAAS, 4 
果 仅 保留 和 AP POIRET A FR EA RA? (8 
HIE 3) 

2.3 mM. SEHE [1+ sn (7) 的 无 限 长 回 往 (用 
2.3， 试 近似 地 计算 重 宜 于 轴 的 ( 汇 环 量 ) 均 匀 不 可 压缩 绕 流 的 三 约束 
度 势 ， 这 时 仅 要 求 保留 * 的 线性 项 。 对 于 设 其 很 氏 只 要 保留 "16 线 全 
项 的 情况 试用 Besse] 菏 数 的 展开 式 简化 所 得 到 的 解 , 社 作为 准 二 维 流 
来 解释 这 个 结果 ， 试 证 :在 “14 很 大 这 一 相反 的 极限 展 况 下 , 在 上 而 
附近 的 插 动 解 是 二 维 调和 函数 ,而 9 仅 作为 参数 出 现 ,并 从 物理 上 沦 证 
这 一 结论 ( 参 者 注 3) 


图 2.3 TR ee, 


2.4 MR, — 702418 8 a AER 
Sie EAE A TORS Bh IAR HH BR OD ae =0 (1 + 


Ley). PORRE OW) RRRA RI OFFER HM © 阶 项 ,给 出 。 


ERREA. DA BEAD PER Rt» PRATER © A 2 Fe, 
所 为 这 时 找 不 到 使 物体 的 上 游 远 处 的 扰动 速度 等 十 零 的 解 ( 参 月 往 34) . 


re" 
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3.1 引言 ;极限 过 程 


我 们 已 用 前 一 章 的 钢 予 。 介 绍 了 处 理 握 动 问题 的 名 种 方 
法 。 现在 要 将 那 毕 常用 的 方法 进行 归纳 和 分 类 。 首先 讲 符 
号 ,定义 以 及 有 关 的 分 析 过 程 . 

我 们 所 关心 的 是 ,寻求 流体 运动 方程 的 近似 解 , 它 们 在 某 
种 实用 意义 上 是 按 近 于 精确 解 的 ， 这 就 问 涉 及 各 种 相等 的 概 
念 ， 按 照 重 等 程度 递 三 的 次 序 ， 它 们 可 用 下 述 记号 来 表达 : 

= Be 

= $F 
渐 近 于 (在 某 一 给 定 的 极限 过 程 下 ) (3.1) 

全 ”近似 于 (在 任何 实用 意义 上 ) 

oc 正比 于 

如 第 一 章 所 述 。 我 们 研究 同 极限 过 程 有 关 的 近似 解 。 当 
摄 动 量 趋 于 零 或 某 个 临界 值 时 结果 就 是 精确 解 了 ， 人 们 常 党 


赵 于 它们 的 极 隐 值 . 下 于 有 些 航 限 过 程 的 次 序 通常 是 不 可 交 
换 的 ,大 们 往往 要 规定 趋 于 极限 值 的 相对 速率 ,这 种 规定 就 给 
我 们 提供 了 该 问题 的 相似 参数 . 
下 面 是 大 家 所 熟悉 的 一 些 例 子 ;: 
(a) 厚度 比 为 8 的 机 咒 的 平面 跨 记 连 小 抗 动 理论 (Von 
Karman, 1947): 
e>0) M—1 oil) 
M—> 1 ev 


= 22. 


(b) 厚度 比 为 6 的 物体 的 高 超声 速 小 扰动 理论 (Hayes 
FU Probstein, 1959, p. 36): 
M—00 
(c) Daa AmA ALA Newton-Busemann 近 售 【Cole， 
1957): 
M oO 1 
vol (yr 一 1} At? 20) 
(d) 厚度 比 为 £ 的 细 长 体 襄 趋 声速 小 扰动 形式 有 的 Nev- 
ton-Busemann 近似 (Cole, 1957): 


E£ — ü 1 
NM 一 cf qy my TO 
Toi 


有 人 可 能 已 预料 到 最 后 一 个 例子 会 有 两 个 相 亿 和 参数， 但 我 们 
发 现 , 仅 其 中 之 一 是 直 要 的 . 

HE ARE. Bon, ATA RAA 
E SEES RE ES ES. 正如 Reynolds BALA 
直径 为 特征 长 度 而 以 半径 为 特征 长 度 一 样 ， 摄 动量 当然 也 可 
收 变 一 个 常数 因子 .我们 应 该 随时 注意 刊 用 这 种 家 下 选择 的 
可 能 性 ， 采 用 在 其 些 方 面 较为 有 利 的 摄 动量 来 取代 明显 的 选 
E. 因为 这 种 可 能 性 太 多 了 ,所 以 没有 什么 规律 可 以 依循 .这 
里 ,我 们 只 能 列举 一 些 例 子 来 告诉 人 们 应 如 何 选 笃 摄 动量 ,这 
些 例 于 往往 是 从 错误 的 想法 中 得 到 襄 示 ， 从 市 巧妙 地 选取 摄 
动量 、. 才 使 秒 果 得 到 简化 和 改进 的 : 

(a) 在 跨 声 速 小 扰动 理论 中 , 取 MM 一 1, MARM — 1, 
这 样 一 来 使 结果 在 郎 近 的 亚 声速 和 超声 速 范 围 内 依然 臣 立 
(Spreiter, 1953), 


. 24 + 


O) 在 高 超声 带 小 扰动 理论 中 , 取 1/VM 一 二 ,而 不 到 
1/M，。 合 结果 在 邻近 的 超声 速 范围 内 依然 成 立 (Van Dyke, 
1951); 

(c) 在 高 超声 速 流 的 Newton-Busemann 近似 中 ， 以 
7 一 lf7 十 1 取代 r-l, AXE STRAY Se 
EE (Hayes 和 Probstein, 1959, p. 7); 


© (a) 小 Reynolds 数 下 绕 圆柱 的 粘 狂 流动 用 { log R/4 + 


r= L) FE log RC 为 Euler 常数 ), 因 为 这 样 一 来 ,可 将 


Stokes 展开 式 的 头 两 项 归并 成 一 项 (Kaplun, 1957; Bf 8.7 
节 》; 

Ce) BT Pe ARR AUPE ga Newton- 
Busemann jth, Æ e/(l—e) ft e, Hb s Mir ee 
HENS. RAH Ma 1 时 , 它 趋 于 无 穷 ,实际 情况 应 
tm, (Serbin，1958); 

(f) ÆXK Reynolds 数 下 ， 层 流 中 钝 体 的 阻力 用 《4 十 
BRY p eP RE (A + ABR +++), ENR BE 
的 选择 是 从 理论 得 到 启示 的 ,并 同 已 知 的 结果 十 分 符合 (inai， 
1957b); 

(2) STARRY A ARIE, RF RRRA, 
取 a/t 2/4 十 一 ) 代 百 2x(1 一 214 +), 因为 这 
桂 便 可 象 实际 情况 那样 , 当 4 一 0 时 它 等 于 零 [ 参 看 第 九 章 ); 

《h) 在 抛物 柱 上 边界 层 的 Blasius 级 数 中 , 取 E/V I E E 
Re *， 其 中 扣 为 拖 物 坐标 ， 因 为 这 样 一 来 ， 收 化 半 径 使 可 
伸展 到 无 穷 远 处 (参看 第 十 章 ); 

(i》 在 由 由 流 线 理 沦 中 , 取 ef(2 + 6) 代替 e(Garabedi- 
an, 1956), 其 中 2 十 是 空间 维 数 ， 因 为 这 样 一 来 , 收 全 半 
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Wee THA, 


3.2 MEAR BPS 


PEE 20°F DW AAT RC a, r, ye, th 
依赖 于 各 种 参数 .可 以 适当 地 重新 定义 ， 使 其 中 一 个 或 若 下 
REBAR EFS. 我 们 米 研 究 。 当 其 余 坐 标 和 参 
数 问 定时 ,其 解 依赖 于 这 样 一 种 摄 动 晨 的 性 态 ， 风 而 ,我 们 要 
HORE fe) Me 趋 于 零 时 的 性 态 。 在 上 游 边界 条 件 
(2.3b), (2.66) 等 中 ,必须 找 述 远离 物体 处 解 的 性 态 ,这 时 情 
况 也 相仿 ， 

可 能 有 几 种 不 司 准确 程度 的 描述 方式 ， 我 们 按 其 表达 精 
细 程 度 的 次 序 讨论 其 中 的 六 种 。 首先， 我 们 可 以 简单 说 极限 
LAE, Min, Me 一 0 时 , sin2s 有 极限 ,而 sm 二 没有 极 
限 ， 但 我 们 只 关心 认为 极限 存在 的 那些 问题 。 

其 次 ,我 们 可 以 定性 地 描述 极限 值 。 有 三 种 可 能 些 ， 当 
e 一 0 时 ,函数 可 能 

Ome tocol 


(6) BA: fle) <0 

(c) ZF: e) 一 œ 

ABFSHERHAAAM, DMMB S — th 
(AOL, RAR. Aol. AA BT REAR 
Ae Ae bit, NOE ea, 

第 三 ,可 以 定量 地 撕 述 极限 值 。 仍 有 三 种 可 能 性 , 仅 第 二 
种 可 能 性 作 了 改进 . 

(a) limf(e) = 0 

(b) limf(ey)=e, He “mf (1 e — 0 kf) 

(c} limf(e) = co 

第 四 ,可 以 定性 地 撕 述 极限 过 程 的 速率 ， 于 是 ,上 述 方式 


a 2% + 


中 仅 对 情形 (a) M (O 作 了 改进 。 可 以 通过 同一 组 标准 着 光 
进行 比较 的 方式 来 进行 收 进 . 对 这 些 标准 函数 大 家 非常 熟 系 ， 
以 致 可 以 认为 它们 花 极限 性 态 在 直观 上 是 已 知 的 我 们 用 量 
阶 符号 O (大 “o”) 和 o (小 “o”) 米 进行 比较 ， 这 些 符号 
为 估计 报 动 修 的 近似 程度 提供 了 必 爱 的 手段. 

若 将 fe) 同 某 标准 函数 a) 进行 比较 , 当 = -> 0 时 ， 
比值 f(e)/8(e) ER. RIEA: 

当 = ORLA tm DEX < oo, fe) = Dre(e)] (3:2) 


+O 


DORMS. AS o, JEA: 
4s 一 0 时 着 lim [e =0, fs 一 ofs(e)] (33) 


ETAF: 
sinde = O(s), I — cose — O27} = ofs} 
J/l—e = O(1), sel + e) = O(e”) = oll) 
(3.4) 


cote = O (+), exp(— Ife) = ole”) (对 一 切 m) 


标准 函数 象 报 动量 本 身 一 样 。 不 是 唯一 的 .不同 于 明显 
的 标准 遂 数 的 选择 方法 有 时 是 有 条 的 ， 艾 如 ,在 某 坚 情况 下 ， 
用 以 下 等 价 的 表达 式 代 普 式 (3.4) 的 第 一 种 情形 是 有 用 的 : 


sin26 一 Of26)。 OCtane), O (—) 等 


人 们 通常 选 s 的 实数 次 震 为 标准 函数 ， 因 为 它们 共有 大 
aR. (AM. RAMA SAM, Bik, GR 
能 撒 述 函数 log 1/s， 因 为 当 s ATERN, CHET, 但 
其 速率 比 任意 次 室 更 缓慢 .因此 , HEN, e 的 每 函数 必须 
用 其 对 数落 数 , 指 数 函数 、log log 或 其 等 价 形式 来 加 以 补充 . 
aa, 


+ 27 + 


f 
sech ‘se = OD (tog 4), cosh"'Ky{s) = 0 | log log +) 
ks E E 
(3.5) 


1 foi 1 
coh > = O (e*), exp (- cosh =) 


i ye 
= 0 (e |— ze D 
WAR (1.4) 一 样 , 人 们 往往 在 用 log 1/s 较 台 适 的 地 方 写成 
logs, 

RAT EMTS ie ET AP RRO RARER 
率 : 它 只 是 给 由 了 一 个 上 界 。 所 以 ,用 

sin2E = O(1}, oll}, Oley, ole) 等 (3.6) 
RER (3.4) 的 第 一 个 例子 在 形式 上 是 正确 的 ， 但 我 们 假定 
总 是 给 出 可 能 的 最 准确 的 估计 式 . 譬如 说 ， 这 就 表示 选择 e 
尽 可 能 高 的 震 次 函数 为 标准 函数 ; A Ae AB 
符号 口 时 , 才 使 用 符号 of 当然 ,在 缺乏 足够 的 资料 时 ， 这 个 
结果 家 然 只 是 一 个 上 上 界 ， 

用 符号 OQ 各 o 表示 的 数学 最 阶 在 形式 上 不 同 于 物理 量 大 
ANE, IDOLE DUE MO ZBER. BELL RII KT, 
Ks 还 是 D(s)。 然 而 ,在 物理 问题 中 ， 人 们 至 少 从 直觉 上 期 
望 把 这 两 个 概念 联系 起 来， 这 一 点 几乎 总 是 可 以 实现 的 .四 
而 ,车 物理 理论 的 误差 为 0(e)}, 6 是 合理 选择 的 参数 ,那么 。 
可 以 预期 ,数值 误差 不 超过 8 的 几 售 ,可 能 是 26 或 Zwe, {H 
肯定 不 是 10e。 

雪上 述 物理 上 的 联系 ， 量 阶 符号 的 简单 运算 规则 是 显 而 
易 见 的 ， 辟 如 , 积 (或 商 ) 的 量 阶 等 于 量 阶 的 积 (或 高 ); 和 或 差 
MB STEGER, Ble oR MEANY e” 项 的 量 阶 ， 量 
阶 符号 可 以 关于 8 或 共 它 变量 进行 积分 ， 通 常 不 介 许 对 县 阶 
关系 进行 微分 。 但 在 物理 问题 中 ， 一 般 认为 对 其 它 变量 的 微 
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SERA, MiG SRC Tih. Be 
要 了 解 量 阶 符 号 的 其它 性 质 , 请 参看 Erdélyi (1956) 的 第 一 


< 


H, 


33 渐 近 表示 : 渐 近 级 数 

第 五 种 方式 是 定 共 地 描 述 一 个 前 数 趋 近 于 鞭 极 限 的 速 
率 . 正如 第 三 种 方式 是 第 二 种 方式 的 改进 一 样 ， 这 可 方式 是 
第 四 种 方式 一 一 使 用 是 醒 符 号 一 一 的 改进 。 我 人 六 只 要 保留 比 


例 常 数 即 可 ,并 记 为 
z s —0 ff, fle) ~ cals) 《3.7a) 
# fle) 
lim ee 一 上 (3.7b) 
这 就 是 诉 , 车 
fle) = «é(s} + e[s(e)] (3.7c) 


时 ,上 式 就 是 该 函数 的 浙 近 形式 或 渐 近 表示 , 它 是 下 而 要 讨论 
的 渐 近 展开 的 主 项 ， 下 面 是 一 些 例子 : 


2 
sin2e ~ 28, sech"’e ~ log 一 
6 


VIE~1, kK G) ~ Jz eve“ (3.8) 
人 e 1 
ai-e 
AA. ER EB 7 et eR 
EUELA. 把 所 讨论 的 函数 同 其 渐 近 形 
式 之 差 看 作为 新 函数 , 并 确定 其 渐 近 形式 .结果 为 
fle) ~ adle) + edle) (242-0 HH) (3.9a} 
其 中 第 二 个 标准 函数 ale) 一 定 要 比 第 ' 一 个 标准 函数 旦 阶 更 
im» BY 


1 
cote ~ 一 ， 
£ 


= 29 + 


Ble) = olal] 或 lim ae) =0 (3.95) 
& 


其 误差 为 更 高 的 量 阶 ; 

f(s) = ed E) + ele) + olle] (3.9¢) 
Be DRED —Pe esa. 于是， 我 们 便 可 构成 N 
项 的 渐 近 展开 或 渐 近 级 数 , 并 记 为 
fe) ~ cafe + 75,02) torte + eydy(e) 


= 5 dae) ( 当 s 一 0 时 ) (3.104) 


其 定义 是 


Ke) = >) cale) 十 olswfs)]， 


wl 


当 5 一 0 时 (3.10h) 
车 函数 f(s) 及 标准 函数 dle) 者 是 已 知 的 ， 渐 近 级 数 的 系 
ec. WA 


He) 一 © 68,6) (3.11) 


tn — lim Em(e) 


a0 


相继 求 出 。 若 标准 函数 都 是 。 HEMMER, RARE 
Sy MER. ATR N 无 限 增加 时 ,就 得 到 了 一 个 无 穷 渐 近 


级 数 ， 该 级 数 可 以 是 收 合 的 ,也 可 以 是 发 散 的 ， 
甘于 渐 近 展开 的 一 些 例子 如 下 ;: 


sinde~ 2e —-te+titet.--- 
3 15 


- 2 1 .1 3 
ha 1 = -= gi — — gt -t see 
seçi € ~ log E 4 32 


1 = af 3 十 4 
Ke(5) ~ g ee 人 一 >eE Dasto -) 


(3.12) 


| edt a g —e+ 28? —6e +... 
ol + ez 


一 全 (一 "ples 
n= 0 
logn! ~ (a + +) oga —at log V 2a + ote 


TEER Be, THR CPR SA RS, I 
三 个 级 数 是 发 散 的 ， 
到 远 处 的 边界 条 件 看 作 渐 近 关系 是 适宜 的 . 警 如 ; (2.6b) 
可 以 写成 Le 
p ~ uj era 一 cos23) + sind], r 一 > OD 
《2.6b 
必须 懂得 ， 这 个 边界 条 件 人 允许 有 量 阶 为 oC) 的 误差 ， 在 所 
讨论 的 问题 中 , 浙 近 展开 式 的 下 一 项 实际 上 为 O11); Die 
处 的 辛 函数 必 有 一 个 常数 为 待定 ， 在 物理 上 ， 它 相 主 于 驻 点 
流 线 的 平移 . 


3.4 渐 近 序列 


刚才 描述 的 未 项 构造 展开 式 移 过 程 ， 实 际 上 就 菠 第 二 章 
中 求 摄 动 解 所 使 用 的 过 程 ， 季 是 ,在 每 个 问题 中 , 一 个 气动 解 
产生 了 一 个 特定 的 标准 立 数 序列 ; 
ale), &Ce), Sle), -~ (3.13) 
SEC Ba APRA EF: Sne = ol5,)。 这 就 
PAWS ROME A. PARR. BH 
必须 足够 完全 ， 璧 如 了 出 现 对 数 函 数 时 也 要 能 描述 它 。 另 一 方 
面 ,对 于 任 一 竺 殊 的 渐 近 序列 ,又 有 无 数 科 与 之 不 同 的 堪 式 : 


sin26 ~ 2g —teit tere... 
3 15 


~ 2tang — 2tan’e — Ztane 十 = 
+ 31 = 


a Qlog (1+ 2) + log (1 + e) —2bog (1+ Bt) + eet 


ao 5 
~ 6 ( E )-=( È ) + 
3+ 2g" 5 于 282， 
(3.14) 


Re a BA AI A AS fed a ER AR TB BTS 
STRAITS. EAEI Myrea Ce”, log l/s, 
log log l/e S) ME CUA, MILER Mit RH AS PME 
AY. 
我 们 已 经 看 到 ， 解 决 氢 动 问题 的 途径 之 一 是 假定 一 个 
级 数 形式 的 解 ， 这 就 需要 猜测 侣 适 的 南 近 序列 .正如 第 二 章 
所 举 的 那些 例子 那样 ， 最 简单 的 可 能 性 是 : 浙 近 序列 由 整数 
并 函数 e 构成 。 也 可 能 有 分 数 冤 函数 的 情况 ， 充 其 是 在 奇 
RANA Sine: 
1, e”, e, e¥?)-+- K Reynolds WRF, BIG ee 
的 层 流 无 分 离 流 动 。 其 中 e= 1/R 
{Yan Dyke, 1962Za) 


l, et,- K Reynolds t RF 4) BE Oscen 流 ， 
其 中 e= I/R (Tamada, Miyagi, 

1962) 

在 某 凡 步 会 出 现 对 数 项 ,例如 ， 
1, £, Sloge, 8°, 在 小 Reynolds $i R FADE Mio 
Eloge, +> e = R (Prondman, Pearson, 1957); 


l, loge, 5’, HERRIRAK fk Big ec = BE 
eloge, eloge, 度 参 数 (Broderick, 1949); 


e,- 

sloge, 8, Sloge, SMRDE SEERA New- 

gies ton-Busemann 近似 ， g= Í {Che- 
+1 
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ster, 19564); 
(loge), (loge) yy Reynolds 数 只 下 的 平面 站 性 流 


【1log Be) 一，-…- Bi, s = R (Kaplan, 1957; Prou- 
dman, Pearson, 1957); 

1, 8, 8’, £, 靶 头 村 型 亚 市 速 薄 愤 理论 ， s 二 H 

号]ogE，8 EEE (Hantzsche, 1943); 

le, 8, 8% logs, 在 大 Reynolds MR FATRE 

gi... di ea (Goldstein, 1956; Imai, 
19572), 


对 于 最 后 两 个 例子 ， 早 期 的 研究 者 因 为 没有 料 到 对 数 项 的 存 
在 ,所 以 得 到 了 错误 的 解答 。 Stewatson (1957) DAT 
界 层 班 论 中 的 基 它 例子 。 他 指出 : 在 圆柱 远 下 游 处 的 渐 近 解 
中 ,甚至 会 出 现 log log 项 . 

很 少 会 遇 到 以 扒 数 律 衰减 的 小 项 ， 这 些 项 不 好 处 理 。 下 
述 例子 说 明 估 计 式 Ofc’) 没有 什么 实际 音义， 


0, x>1 ， 
ee 
lig Sef, emt (3.15) 
co, «<1 


Bar TRS, RERET A 
测 到 了 一 个 合适 的 浙 近 序列 昵 ?9 这 显然 没有 一 般 的 规律 ， 但 
下 述 原 则 会 有 些 用 处 : 

G) 如 果 剑 疑 猜 多 了 。 我 们 就 会 得 到 关于 其 系数 的 齐 次 
问题 ,其 解 (若是 唯一 的 ) 等 于 零 。 这 样 一 来 ,多 余 的 项 就 消炎 
T. 

(>) 在 遇 到 困难 时 ， 首 先 启示 我 们 受 随 时 考虑 公有 对 数 
项 存在 . 

Cc) 选 代 有 时 { 不 总 是 如 此 ) 会 自动 导出 浙 近 序列 ， 

和 人们 通常 有 这 样 一 种 感觉 知 求 解 过 程 进行 得 顺利 ， 压 

。33 ， 


有 的 硕 就 互相 匹配 ， 复 末 的 表达 式 往往 可 以 简化 ， 人 们 根据 
经 验 知 道 , 如 案 没 有 上 上述 这 种 使 人 起 心 的 进 旭 ,这 就 告诉 我 们 
PEM BRM REMARK. KEM, -iE SRM 
SELLER. HAERE AE IA. RAT 
AS EAN Se A 


3.5 UTR a EROA A E 
RMS SP, HORACE e HR i A, E 
可 以 河 所 有 的 Hi. EREA, EER AAS. ih 
ARRAY BRE BUR, Jeffreys (1926) 已 经 令 人 信服 地 提出 
TRMA. 认为 收 敏 性 肯定 有 实际 意义 是 错误 的 。 数学 
LKR ATARI MVS, 然而 在 物理 问题 中 ， 人 
HRAT ALE HABE NRA RE. Ab. 
BC Be LC ike Se KP BOR, Bessel BR Ih 
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有 无 限 大 的 收 总 半径 ,但 除非 * 很 小 ,要 得 到 准确 的 结果 需要 
汁 算 很 多 项 。 璧 如, 涯 s 芝 4 时 ，, 藉 三 项 按 其 大 小 来 说 实际 上 
是 递增 的 ， 所 也 该 级 数 好 象 是 发 散 的 . 车 要 准确 到 三 位 有 效 
数字 ,至 少 变 计 算 八 项 。 另 一 方面 ,新 近 有 展开 


~ 高 e+ 


ts 0 FL) (3.17) 
RE ¢ 多 小 都 是 发 散 的 ,但 对 于 中 等 大 小 的 6 只 要 若干 项 就 
BASU RA. at 1/e 一 4, 仪 第 一 项 就 准确 到 三 
位 有 效 数字 。 
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WLR ATR ET: 根据 定义 其 误差 相当 于 害 略 去 的 
党 -项 的 数量 级 ， 因 此 , 当 。 减 小 时 , 它 迅 速 地 趋 二 零 。 对 于 
Mich) 6, 增加 项 数 开 始 记 能 使 误 闫 减 小 但是, 如果 级 数 是 
党 散 的 ,最 后 总 会 达到 这 一 步 : 在 这 以 后 增加 项 数 汉 使 误 美 增 
K. 图 3.1 WAT MAR. AT RAR, BERNE 
EBM, DHECUBRBCA PNK -RERRAM 
Ah, EEE, AR Mv) e 值 是 有 实际 意义 的 。 我 们 仅 计 
算 了 若 于 项 ,所 以 还 没有 达到 增加 误 姜 的 六 一 步 ， 


第 * 项 的 火 小 


244 6 2 0 2 246480 
me Lol 

图 3.1 Beate. (a) A Cb) RRM. 

Ait AERA, BT AE s 尽 可 能 地 大 些 ， 
比如 对 于 大 或 小 Reynolds 数 的 参数 气动 展开 式 就 是 如 此 ;对 
坐标 报 动 来 说 ,几乎 总 是 如 此 ,因为 我 们 总 想 把 结果 尽 可 能 地 
应 用 于 远 高 原点 的 范围 。 在 这 种 情况 下 、 收 襄 性 可 能 会 有 重 
要 的 实际 意义 。 如 第 十 章 所 述 。 有 叶 我 们 可 以 改进 收敛 速率 
和 收 化 半径 ,甚至 使 发 散 级 数 收 鳃 . 

从 物理 观点 来 看 , 报 动 量 8 仅 取 正 实 数 。 但 是 ,想象 它 在 
复 平面 上 的 解析 延 拓 ， 往 往 可 以 在 数学 上 获得 新 的 见解 (图 
3.2), 当 解 是 报 动 者 的 窒 级 数 时 , 记 一 点 特别 有 用 . 于 是 ,在 
Janzen-Rayleigh HEH RIS BE M 平面 ; EMR 
4EBBBS ER SS, BA. RIG oy A A E pe ie ae 
有 力 的 统一 观点 ， 
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关于 解析 延 拓 原 理 的 某 些 知识 或 感性 认识 是 必 丰 可 少 
的 。 角 析 函数 在 每 个 正则 点 附近 可 说 开 咸 虞 级 数 ; BO 
ZR AROS AMARA Rees 定义 在 任 一 区 成 ， 甚 至 
仅 定 内 在 某 一 线段 上 的 函数 ,通常 可 在 复 平 面 上 (可 能 在 将 干 
Riemann 面 上 ) 和 于 大 的 区 域内 上 崔 一 池 被 定义 ,这 可 以 通过 解析 
延 拓 的 过 程 来 完成 。 

有 时 ,以 摄 动 解 藉 用 项 可 以 看 出 该 级 数 是 收 锅 的 ,但 其 疏 
SYGEAIRN, EME LM BATA EMEA. 按照 刚 
A APRA, CE RIA ATE © SET LE eA UR RE 
有 一 个 奇 点 {参看 注 15)。 第 十 章 讨 论 的 一 些 例子 说 明 ，, 在 这 
种 情况 下 ， 奇 点 通常 在 负 实 轴 上 .如 果 最 自然 地 选取 了 由 变 
Et ,该 奇 点 实际 上 在 = 一 一 1 处 (图 3.2)。 可 以 用 简单 的 保 角 
映射 一 -Euler 变换 


& 1 

ē THe (3.18) 

PAARE Se ELA SBR AP AOS ER. ORE ir oe 

半径 被 伸展 到 5 BERL RISA FARR SEAR 
的 适用 性 得 到 很 六 改选 。 
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图 3.2 aie War. 
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3.6 渐 近 展开 的 性 质 

把 一 个 候 定 的 级 数 代入 报 动 问题 中 去 ， 我 们 必须 进行 象 
NWR SESS. 通常 ,加 、 减 运算 是 合法 的 ， 如 
果 结 果 是 -个 渐 近 展开 式 ， 乘 法 是 有 效 的 。 -一般 不 允许 对 浙 
RAR REM E STAD. AF ORAL 
的 上 述 性 质 和 其 它 性 质 , 在 Erddyi (1956) 的 书 中 进行 了 讨 
iG. 不 过 ,好 象 还 没有 这 样 普 遍 塌 义 的 结果 ,以 致 可 以 适用 于 
常见 的 含 对 数 项 那样 的 级 数 、 因 而 ， 实 际 上 人 们 常常 形式 上 
对 其 它 变量 进行 微分 运算 而 不 加 证 明 ， 如 果 这 种 运算 是 不 合 
理 的 ,就 会 在 解 中 产生 非 一 致 性 。 

在 物理 问题 中 ， 渐 近 展开 的 系数 将 依赖 不 同 于 8 的 空间 
或 时 间 变 年。 如 果 其 误差 关于 这 些 变 基 一 致 地 小 ， 就 称 该 级 
数 是 一 致 和 有 效 的 (对 于 空间 或 时 闻 )， 关 于 * 非 一 致 有 效 的 鲍 
子 如 下 : 
2 一 Ofe)， ”在 x 一 0 附近 是 非 一 致 有 效 的 

are (3.19) 

Blogs = O(8), 在 + = 0, co 处 是 非 一 至 有 效 的 
奇异 摄 动 问题 可 确 团 地 定义 为 ， 在 整个 感 兴趣 的 范围 内 ， 不 
存在 单一 的 一 致 有效 渐 近 展开 式 的 那 种 问题 。 式 (3.19) 那 
种 非 一 致 性 常常 发 生 在 实际 的 奇异 拓 动 问题 中 ， 辟 如 说 。 第 
-- 种 情况 发 生 在 亚 声 速 薄 丑 理论 的 赂 前 缘 处 》 第 二 种 情况 发 
生 在 尖 前 缘 处 ,或 发 生 在 小 Reynolds 数 平面 粘性 流动 中 . 

我 们 已 经 看 到 ,如 果 规 定 了 标准 画 数 或 浙 近 序 列 ,每 个 泡 
数 就 有 唯一 的 浙 近 展开 式 . 另 一 方面 ,常常 有 这 样 的 提 法 不 
同 的 函数 可 以 有 相同 的 渐 近 展开 式 ， 可 以 考虑 下 述 例子 米 理 
解 这 种 非 叭 一 性 的 程度 : 
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oat 


(3.20a) 
关于 标准 函数 e, BABAR STAN RITA, 
它们 之 差 小 到 只 有 当 6 的 瑚 函数 的 无 限 序列 穿 尽 之 在 ， 茧 如 
说 将 它们 求 和 以 后 才 显 得 出 来 ， 对 于 沪 个 例子 ，。 刚 好 可 以 用 
Euer 变换 (3.1) 容易 地 完成 这 一 步 。 关于 新 的 摄 动量 g, 
两 个 函数 有 不 同 的 新 近 展 开 起 (它们 网 好 终止 于 有 限 项 ); 

1 
工 十 号 


-ys 
te ~ |} — Et ee e™i e ese (3.20b) 
€ 


le RAE TUBE ,我 们 称 OAT. AA 
对 于 任意 m, REPER IX- -项 总 是 0). AR EAA 
BROKE L, 本 身 同 序列 《logs)-” 相 比 是 超越 小 的 ,该 
序列 可 发 生 在 小 Reynolds 数 平面 粘 福 流动 中 ， 在 第 八 章 中 ， 
我 们 将 联系 到 那个 同 是 来 讨论 处 理 超 越 小 项 移 可 能 性 〔 参 四 
注 11). 


3.7 逐次 近似 法 


在 流体 力学 中 所 过 到 的 报 动 问题 ， 通 常 是 包含 适当 初始 
条 件 和 边界 条 件 的 常 微分 方程 组 或 偏 微分 方程 绷 。 在 涉及 热 
辐射 的 问题 中 ， 也 会 得 到 积分 微分 方程 。 用 逐次 近似 法 求解 
有 顺和 神 系 统 的 方法 ,两 者 在 上 一 章 均 已 举例 说 明 过 : 

G) 代入 一 个 假定 的 级 数 ; 

Gi) A SEAL AR Bee TG TR. 

第 一 种 方法 更 常见 些 。 其 指导 思想 是 : 因为 展开 起 至 少 


二 了 œ 
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必须 在 渐 近 意 兴 上 对 摄 动量 e 的 所 有 值 都 成 立 ， 所 以 上 的 问 
院 革 必须 分 别 满 足 每 个 等 式 ， 这 就 是 说 ,我们 可 以 令 8 的 同 
FEA, AAR m n PI e” loge JAS. 

FAA EHUA., ARo ARAA E A R 
UR Bie RR. Ae BRAS eT: 

a) RY4BRMAaBM OMIA, Awa. 如果 
MRM RA., LLAMA Re. BRAT RAI. PT 
以 ,级 数 展 开 法 更 自然 些 。 第 七 章 还 要 举例 说 明 . 

(by 迭代 下 需要 猜测 新近 序列 . 除非 令 渐 近 序列 待定 ， 
它 要 比 假 定 一 个 展开 式 更 可 靠 。 璧 如， 在 奇异 摄 动 问题 的 高 
附近 做 中 ,最 然 不 总 是 如 此 ,但 经 常会 出 现 对 数 项 。 如 果 假 定 
TPB RAR AT. 

《cy 从 第 二 项 以 后 ,级 数 展 开 法 更 加 有 系统 ,因为 它 仅 得 
HERA, BEERA, BRR ERA 
意义 的 某 些 高 阶 项 ,因为 与 它 同 阶 的 其 它 项 被 略 挤 耳 ， 辟 如 ， 
在 圆柱 的 Rayleigh-Janzen 解 中 (2.44), BR, TPAR 
不 仅 会 得 到 M 阶 的 项 { 这 是 正确 的 , 且 与 级 数 展开 法 的 结果 
HA WS Mo AM 阶 的 某 些 项 。 由 于 这 些 项 是 不 完 
BRP RR, 

(d) 选民 法 一 步 就 能 得 到 用 级 数 展 开 法 要 几 步 才能 得 到 
的 、 几 乎 同 阶 的 那些 项 的 组 人 台 。 例 如 ， 在 轴 对 称 细 长 体 理论 
中 ,每 可 代 一 次 就 增加 如 下 的 一 组 项 : 

[1], [s loge, £], [se'log’e, stloge, e*],-°* 

ASEM, PRR PARRA 
bE. SEAR RY BEER ERE, (Aa 
带 有 线性 边界 条 件 的 线性 方程 所 支配 ， 圈 声速 、 高 超声 速 小 
搞 动 理论 是 例外 ,这 时 双 轩 极限 过 程 是 专门 加 以 规定 的 ,以 便 
在 摄 动 过 程 中 保留 问题 主要 的 非 线性 性 质 。 在 这 种 特定 的 情 
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沈 干 , 仅 三 阶 项 以 上 汉 足 线性 问题 。 在 其 它 和 请 形 , 由 于 一 阶 摄 
动 是 线性 独立 的 ,所 以 它们 可 以 印加 。 句 如， 在 2.2, 2.3, 24 
节 中 分 划 研 究 的 三 种 摄 动 可 以 全 加 起 来 ， 从 而 得 到 在 弦 剪 切 
流 中 ， 稍 可 压缩 流体 绕 过 路 可 变形 圆柱 的 流动 的 一 附 解 ， 但 
. 滴 阶 近似 将 通过 不 同 。 的 交叉 乘积 项 而 发 生 和 看 合 。 

虽然 支配 高 防 近 似 的 方程 是 线 仁 的 ， 但 它们 通常 包含 一 
些 系 数 ， 这 些 系数 依赖 于 低 阶 近似 解 有 不 等 于 常数 。 利 用 原 
先 那些 结 采 的 已 知 关 系 式 ， 常 常 可 以 使 计算 天 大 简化 ， 在 第 
HARRE PATRAT, RATARI EA 
界 条 件 都 被 用 来 简化 下 一 阶 近 似 的 微分 方 程 和 边界 条 件 ， 

如 辐 在 2.4 节 中 Janzen-Rayleigh 解 一 样 ， 高 阶 问题 彼此 
逆 的 主要 差别 是 ， 在 微分 方程 中 出 现 越 来 越 复杂 的 非 齐 次 项 
〈 同 前 一 阶 近似 有 关 )?， 这 是 在 寻求 特 解 时 要 加 以 劳 虑 的 ， 找 
特 解 最 好 的 方法 通常 是 狄 测 , 信 当 这 种 努力 失败 后 , 才 应 使 用 
更 莫 杂 的 分 析 过 程 。 

对 于 少数 问题 ,也 应 注意 用 低 阶 近似 来 找 通 用 的 特 解 .我 
们 用 轴 对 称 可 压缩 流 小 护 动 理论 中 的 两 个 例子 来 说 明 这 种 可 
能 性 ， 第 一 个 俩 子 是 ,在 超声 速 螺旋 浆 的 近似 线 化 理论 中 ,我 
们 发 现 其 二 阶 速度 势 满足 非 齐 次 波动 方程 


Cid, = 《1 = MP) dace + Parr + tx + Puso 
r 


= 2M rs (3.21a) 
其 中 ,一 阶 近似 是 齐 次 方程 Oa 一 0 的 解 。 Buros (1951) 
注意 到 ,其 特 解 总 是 由 一 险 解 以 下 式 来 囊 达 的 : 


Pap = I H xdne (3.21b) 


第 二 个 例子 WERA TR RE a HE Be a RA S 
FUE SS AY Be BERETS , FBT BE SS 


” 49 6 


(Pe, = MLL + (7 — DM phn 
+ 2dbudia + didi} (3.22a) 
EREDE Cid 一 0, Van Dyke (1952) 发 现 ， 准 确 到 三 
阶 珊 的 等 解 为 
7 二 1 M 


dap = M’ [t (+ 一 a 一 一 rdr) 


1 3 
-4 "| (3.22b) 
SRO ECARE. REAR OE RE, 
对 于 粘性 流动 ，Lin 和 Schaef (1951) ASAP T RE 
次 方程 的 解 . 


3.8 边界 条 件 的 转移 


迪 掉 条 件 常 常规 定 在 共 位 置 陋 摄 动 量 上 了 覆 微 发 生 蛮 化 的 
曲面 上 。 该 曲面 可 能 是 画 讨 (如 2.3 节 中 略微 变形 了 的 圆柱 )， 
自由 流 线 , BORE 3.3)。 为 了 有 系统 地 进行 展开 ， 对 每 种 
情形 必须 用 相应 于 os 一 0， 即 曲面 的 基准 位 置 上 的 量 来 表达 
ARR G e 不 仅 显 含 而 且 隐 含 在 摄 动 展开 式 中 ， 从 而 
(RRR BESET. BORAT, MEA 
不 能 令 相同 的 函数 相等 . 


图 3.3 ZARA, 
利用 和 解 在 基准 面 健 域 中 的 变化 方式 的 知识 ， 可 以 进行 边 
界 条 他 的 转移 往往 已 知 解 关于 坐标 是 解析 的 ,这 时 ,只 机 将 


sile 


它 甘 村 在 基准 面 上 的 阔 数 值 展 开 成 Taylor 级 数 即 可 在 一 
阶 近 似 中 ,通常 就 基 直 贸 将 条 件 从 扰动 功 转 移 到 基准 面 上., 男 
一 方面 ,在 轴 对 称 细 长 体 理 论 中 ,其 解 在 办 上 有 奇异 性 ， 利 用 


在 加 附近 速度 势 以 log ” 的 规律 变化 \ 径 向 速度 以 的 规律 


变化 这 一 第 实 , 便 可 进行 边界 条 件 的 钱 移 . 

求 出 问题 的 解 以 技 ， 常 常 要 计算 物 面 上 或 共 它 曲面 上 的 
量 。 重 复 转 移 过 程 并 把 它们 用 基准 面 上 的 伟 来 表达 ， 就 可 以 
以 最 简单 的 方式 求 得 这 些 量 . 这 两 种 转移 过 程 将 在 第 四 章 举 
例 说 明 , 并 参看 习题 2.1，2.3，3.2. 


3.9 ESE RIF 

当 小 基 是 坐标 (空间 或 时 间 ) 的 无 最 岗 组 合 ， 而 不 单 是 参 
匆 时 ,这 种 摄 动 问题 具有 基 些 特性 。Chang (1961》 对 参数 展 
开 和 誉 标 展开 的 业 别 进行 了 有 益 的 讨论 ， 主 要 是 对 参数 不 进 
行 求 导 ， 所 以 可 以 对 其 个 参数 值 求解 。 而 不 必 考 虑 其 它 参 数 
E. Af Pee DBR A BDRM, 分别 
把 它们 称 为 熙 坐标 展开 和 小 坐标 展开 是 有 好 处 的 . 

对 于 由 抛物 型 ,、 双 曲 型 方程 支配 的 问题 , 正 坐 标 展开 是 很 
让 然 的 . 我们 将 方程 的 解 关于 小 的 类 时 间 变 最 进行 展开 。 当 
然 该 变量 可 以 是 空间 坐标， 而 不 是 真正 的 时 间 。. 随 着 时 间 的 
流逝, 摄 动量 必定 在 该 变量 正 间 的 意义 工 增加 。 那 么 ,由 于 不 
存在 逆向 影响 , 报 动 级 数 中 的 每 一 项 辐 以 后 的 项 没有 关系 , 因 
UE, 可 以 依次 直行 计算 .结果 是 一 个 气动 展开 式 , 它 描述 了 解 
从 已 知 的 基本 初始 状态 进行 演化 的 初期 

以 下 是 正 举 标 展 开 的 典型 合子。 Goldstein 和 Rosenhead 
(1936) 用 展开 成 时 间 赫 函数 的 方法 来 计算 柱 体 作对 部 运动 
时 边界 层 的 发 展 过 程 ,其 基本 方程 是 抛物 型 的 。 辟 如 ,他 们 求 
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却 在 圆柱 驻 点 附近 的 表面 摩 控 力 为 
r ~ pv ?UM [1 41.42442(0 Ww) 


aU 

—0.21987(U uF + +] (3.23) 

Ah, V, 是 头 部 无 粘 表面 速度 的 梯度 , “为 沿 着 物 面 计算 的 

EB. WE 3.4 所 示 。 当 时 间 增 天 时 ， 该 级 数 显然 是 发 散 的 ， 

这 时 , 它 应 当 赵 于 定常 流 的 Hiemenz 解 。 这 种 非 一 致 性 遂 常 

败 生 在 正 坐 标 展 开 中 (参看 10.6 至 10.8 49), 
— 


we 


-77 了 3.23) 式 的 两 项 


Hiemenz W 
三 项 一 


wr 
图 3.,4 TERR ee, 


柱 体 上 定常 边界 层 的 RBlasius 展开 式 表 达 为 离开 驻 点 的 
距离 x 的 办 级 数 ， 这 是 空间 坐标 起 着 类 时 间 变 量 作 用 的 一 个 
例子 。 边界 屋 方 程 (2.25a) 对 于 定常 六 和 非 定 常 流 都 是 抛物 
型 的 。 我 们 认为 ， 对 于 抛物 三 的 结果 (1.5) 公交 xfa cajt 
APA aA (Yan Dyke, 19642), B—-TBR MME 
AUIS PAF ADS BK Crocco 问题 : SA E 
(WERE TT BR), ATLA SIRE AR OBIE RSL ABET 始 流 动 的 梯度 
(Cabannes, 1951), 

WTR RAE, CRATER RAR EHR, A 
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MAE BME MED, KA 
Jes) BE Wj) , (EAR ag ES DR TRA IE A Ae AA T eh a AR A A 
By te AGERE RIT FP, a BUY RE 
RARARHMER, SMAMA—-PR LGR Bean, 
Carrier 和 Lin (1948) FAS TDA PERE RATA D E BE 
了 平板 前 缘 附 近 粘 性 流动 的 性 质 ， 经 修正 后 流 消 数 的 级 数 为 
(参看 注 8) 
3 d 3 s/a ð 
d= 2Ar¥ (cos 一 cos 3.8) + Br (eos 


— cos 2 9) +4! | zsinei log r sin? 
2 4p 


十 (8 — a}eosf] + Š { sin 20 — 2 sin) 


+ H Csin’o} +o (3.24) 


其 中 9 二 0 指 在 平 乒 上 。 常数 A, B, C 依赖 于 展开 式 适 
用 范围 外 远 处 的 边界 条 件 , 因 而 在 所 作 的 分 析 范 上 畴 内 ,这 些 常 
数 是 未 定 的 。 
柄 圆 型 方程 初 值 问题 这 个 异乎 寻常 的 例子 是 个 例外 ， 在 
超 占 速 钝 体 绕 流 的 反问 题 中 (图 3.5), BSCE Bea BE, 
要 获 定 产生 这 种 激 波 的 物体 形状 ， 虽 然 在 对 称 轴 附近 的 流动 
EEF EH, ARR LR ea BE, HF 
相继 求 出 它 的 系数 来 。 当 M=2 W, Cabannes (1956) iT 
AT RRR. CTR RB RARE. ARR 
的 流 图 数 为 
p it 5x a5 fx Y 21]5 /x 
yy 2 -3B () a 27 (=) 
11945 Fx If 
324 (2) + 2 (2) 
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一 (三 ) + vee (3.25) 

BRT REM RSME h (RHEE Se ee 

AE — PRK Ah BEE A R ch RU I , DE RRA 

ARIETA THERN E. 
P fk IA] RAAE AY RR 

F M T EHRE 

成 抛物 型 或 双 曲 型 的 ， 

某 些 研究 者 宁可 引进 

级 一 个 自 变 量 。 于 是 ， => 

Cabannes (1953) 研究 

了 脉冲 运动 ， 并 把 非 定 

常 流 展开 成 时 间 的 短 级 

数 。 他 指出 。 其 精确 度 图 3.5 gE URA. 

随 马 赫 数 增加 而 增加 。 当 M = o, rH 7/5 时 ， 他 求 出 了 

任意 光滑 物体 灌 被 脱 体 了 距 六 入 同 头 部 半径 4 之 比值 


So $(Y) -o-o (Et cao 


其 中 , ”是 空间 维 数 : 对 平面 流动 , # 一 2; 对 轴 对 称 流 , = 一 
3， 可 以 预期 ， 平 面 运动 的 结果 更 精确 些 , 因 为 对 于 一 维 活 塞 
(ARE, 上 述 结果 是 准确 的 .当时 间 增 大 时 .上 述 级 数 显然 是 发 
BAY. Cabannes 试图 用 已 知 的 这 两 项 计算 其 最 大 值 作为 其 极 
RE. 对 于 平面 流 ， A/a = 0.107, THEM ES 
BRAD 0.377, Æ 10.7 FBR RK Gee p. 


3.10 ERF 


SEERA EHARA ARIKA FERE, TAE 
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标的 逆 坐 标 展 开 ， 看 来 常常 是 发 散 的 渐 近 级 数 。 不 论 基本 方 
程 是 什么 类 型 的 ， 逆 坐标 腾 开 也 有 不 定性 ， 对 于 查 贺 型 方程 
来 说 ,情况 司 正 坐标 展开 所 讨论 的 完 会 一样 ,但 待定 常数 有 时 
可 以 司 解 的 积分 性 质 联 系 起 来 所 以 ， 远 离 有 限 物体 的 亚 声 
速 流 展 开 式 中 的 头 几 个 现 分 常数 恒 等 于 其 升力 、 阻 方 、 力 抵 
SE (Imai, 1953; Chang, 1961), 对 于 抛物 型 、 双 曲 型 方程 而 
言 、 因 为 展开 滤 是 遂 着 装 时 间 变 数 的 方向 进行 的 、 所 以 产生 
不 定 竹 ， 因 而 ， 在 初始 阶段 会 出 现 本 征 解 ， 蒜 常数 因子 司 
以 前 历史 的 某 些 细节 有 关 。 有 了 时， 利用 茶 些 整 体 的 守恒 律 可 
以 给 出 其 中 的 一 些 常数 ,而 不 必 详 细 了 解 澡 件 的 过 去 情况 ( 参 
看 4.5 节 )。 更 经 常 的 是 ,有 一 系列 常数 仍 是 待定 的 ， 

随 着 方程 的 类 型 ,空间 维 数 ,物体 的 大 小 不 同 ，、 逆 坐标 展 
开 的 形式 也 有 入 大 的 不 同 。 在 某 些 问题 中 ， 展 开 式 的 主 项 是 
显而易见 的 , 苞 如 ,远离 有 限 物 体 的 定常 流 ， 其 主 项 显然 是 未 
护 六 ; 钝 锥 远 下 游 处 的 访 动 ,其 主 项 是 氏 形 流动 ; 脉冲 运动 经 
过 很 长 时 间 后 ,其 主 项 是 碟 应 的 定常 流 . 然 后 对 该 基本 解 进行 
摄 动 ,以 了 解 它 是 怎样 趋 于 该 基本 解 的 .这 种 趋 近 方式 有 时 是 
代数 型 的 . 即 大 坐标 负 次 里 型 的 ,远离 月 限 获 体 的 无 环 量 位 势 
流动 就 是 如 此 《Imai，1953)， BRM ARES 
代数 项 ,而 且 也 包含 对 数 项 ,远离 物体 的 有 环 量 位 势 流 动 或 粘 
性 流动 就 是 如 此 (Chang, 1961). 在 同时 间 有 关 的 问题 中 ， 
象 非 定常 粘性 流动 或 衣 由 流 线 流 动 那 样 ， 趋 近 的 方式 往往 是 
指数 型 的 (Kelly, 1962; Curle, 1956), 

我 们 举 一 个 例子 。 边界 层 的 Blasius 级 数 (2.6 Ff) 对 于 
离开 驻 点 的 小 工 离 是 正 坐 标 展 开 。 在 抛物 和 上， 我 们 可 以 用 
大 距离 的 赣 坐 标 展开 来 补充 这 个 近似 。 其 主 项 显然 是 平板 
解 ,因为 在 远 下 游 处 , 头 部 半径 同感 兴趣 的 尺度 相 比 可 以 忽略 
Ait, 对 该 基本 解 远 行 靶 动 得 到 摩 中 系数 的 表达 式 ; 


+ 4 。 


ae leg (2x/ 2) 
ey ~ 0.6641 qf ue hi + 0.3006 7 


Ci 1 
+ Goi | (3.27) 


AE, * EEF, C， 是 平板 本 征 解 无 限 序 列 中 第 一 个 本 征 解 
前 的 待定 常数 (7.6 节 ). 

有 时 ， 主 项 绝 不 是 那 六 明显 的 。 由 自流 线 流 动 是 出 现 这 
种 复杂 性 的 一 个 例子 。 对 平面 流动 ， 远 下 游 处 死水 区 的 宽度 
以 2? 的 规律 增加 ; AA FR PRLS B r log x)" 
FO Sat A, DUE ARE OLA Levinson, 1946), 


3.11 方程 类 型 和 特征 的 改变 


摄 动 法 的 一 个 奇妙 的 特 睡 是， 它们 可 以 改变 支配 问题 的 
MRD DENRA, AMR BR, Prandl 边界 层 近似 就 是 
一 个 突出 的 合子。 虽然 Navier-Stokes 方程 是 栅 玛 型 的 ,但 它 
们 在 边界 层 内 为 抛物 型 方程 所 代 茜 ， 在 边界 屋外 按 其 流动 是 
亚 声速 的 还 是 超声 过 的 ， 为 竹 画 型 或 双 曲 型 方程 所 代替 ， 还 
有 。 在 表面 说 理论 中 , MARA Laplace 方程 为 滥 水 波 近 位 的 
SEER PE Be i HMR (Stoker, 1957), 与 之 相反 ， 在 锥 
AURA ER ERED OATES (Ward, 1955), RR 
3B AY BA 2 5 REE ae IT 

MARRAKESH MK. KHERA RNR 
边界 条 件 的 重大 改变 。 这 样 一 来 ， 因 为 Prad 边界 层 方程 
是 拖 物 型 的 。 它 可 以 逐步 向 下 游 进行 积分 ， 了 原先 的 桶 圆 型 方 
程 的 道 向 影 吵 被 抑止 了 ,但 在 高 阶 近似 中 还 去 表现 出 来 ( 参 夏 
CMR). 同样 地 ， 在 薄 届 理论 中 ,由 于 不 存在 对 上 游 的 影响 
了 ，* 在 亚 声速 尾 缘 处 的 Kutta-Joukowski 条 件 必须 坡 弃 . 

关于 光滑 性 的 某 些 假设 基 这 种 方程 类 屯 改 变 的 基础 。 凡 

AT + 


在 这 个 惧 设 遭 到 破坏 的 地 方 ,就 必须 国明 方程 的 实 正 类 型 , 否 
则 , 摄 动 解 至 少 在 局 部 区 域 矢 效 ， 所 以 ,正如 浅水 波 近似 和 细 
长 体 近 似 那 样 ， 边 界 层 理论 在 角 点 附近 也 无 效 ， 由 于 边界 条 
PREUR, FGU: Cr BPS 

方程 类 型 改变 的 趋向 往往 是 不 完全 的 ; BARR Ae 
成 * 双 曲 型 性 质 更 船 的 "或 " 梢 较 型 性 质 更 强 的 ”， 对 双 沿 型 方 
种 来 说 ,就 是 特征 面 改变 了 。 超 声速 小 抗 动 理论 是 一 个 例子 ， 
在 这 个 例子 中 的 每 一 步 , 摄 动 方程 的 次 正 特 征 面 为 来 流 Mach 
给 所 近似 。 要 是 物体 是 充分 光滑 的 。 这 一 缺陷 仍 是 无 关 紧 要 
的 否则 ,就 会 导致 非 一 致 性 { 套 看 第 六 章 及 习题 3.4). 


习 | 


3.2 改进 的 高 超 郊 束 相 似 律 .按照 高 起 元 速 小 瑟 动 理论 * AKAMA 
* 的 细 长 并 或 锥 面 上 ;压力 系数 的 公式 如 下 : 

Ca) 
根据 Newton 碰 搂 定理 (在 以 高 超 南 速 飞行 的 物体 上 任 一 点 的 座 力 系数 
ABRAHAM)» RS RAT REAM 
数 的 公式 。 通 过 对 Moco 时 的 完整 解 进行 数值 比较 ， 阐明 改进 的 程 
度 ，。 若 包 超 声速 根 似 律 


E = FAA e) 


M'—1 
7a fa PAs SRB fe HS EMRE Se 
3.2 ADM, -- PRA BLS ha, RR 
村 (1) PAL ATT PE MOSM TIRE, 其 速度 势 清 足 声学 方程 由 一 
op, WIER RR 了 充分 光 讲 * 相 切 茶 什 可 近似 地 转移 到 原点 * 即 


lime p, ~ 3 [OT 


FAR LRA ¢. AE f 必须 光 谓 到 柯 等 程度 ? mR 
El DP AR SS BE He I? 
3.3 由 坐标 展开 式 计算 极限 值 ， 把 Cabanne 用 来 计算 时 间 为 无 限时 


+ {B + 


st (3.26) 的 慎 的 方法 应 用 于 式 (3.23) 和 C1.5)。 它 们 的 解答 都 是 已 
知 的 ,从 而 检验 Cabannes 的 想 苇 。 如 果 役 值 不 存在 。 是 否 可 以 选 在 提 
点 处 的 值 ? 试 提出 一 种 同类 型 的 更 佳 ,更 合理 的 方案 。 
3.4 HERRERA. TRERB ER XR Leah 
的 数学 模型 : 

Pys 一 Pas 一 Edie, 中 [0sy) = Pf 0 sy =i, 对 y> 

P(t 0) =ef (x), p e com, Fe) 一 0 

略 去 巩 分 方程 右 达 党 一 项 ,求解 方程 ,然后 用 选 代 法 求 二 阶 近 做 。 试 同 
精确 解 作 比 较 ， 推 断 对 函数 了 有 半径 样 的 限制 才能 使 " 阶 近 似 在 物体 
BRAD? 并 讨论 在 远 外 发生 的 情况 。 
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第 四 章 ” 菠 愤 理论 中 的 奇异 振动 问题 


4.1 516 


现在 我 们 开始 研究 在 广场 的 某 些 区 域内 以 前 用 过 的 直接 
摄 动 靶 会 失 妆 的 那些 癌 题 。 这 时 。 相 释 丽 项 之 比 不 象 原先 所 
假定 的 那 桩 是 小 量 ,所 以 在 局 部 区 域 ,该 近似 不 再 是 渐 近 展开 
了 了。 由 于 这 种 非 一 致 此 ， 我 们 可 能 算 错 。 甚 至 得 不 出 如 在 大 
Reynolds 数 下 粘性 流动 的 表面 摩擦 力 、 传 热 和 医 现 阻力 等 主 
要 结果 .何况 , 甚 硅 在 开始 阶段 往往 就 不 能 形式 地 计算 高 阶 近 
似 了 ， 这 类 问题 就 是 奇异 报 动 问题 。Friedrichs (1955) 对 此 
作 了 很 好 的 综述 ， 该 文 讨论 了 不 同 于 流体 力学 的 数学 物理 各 
分 支 中 奇异 报 动 同 题 的 发 生 . 

Prandt 边界 层 理论 是 奇异 接 动 问题 的 范例 。 但 是 , RH 
却 要 通过 研究 较 简单 的 绕 薄 喜 的 不 可 压缩 流动 来 介绍 这 个 是 
目 。 因 为 这 种 流动 是 受 二 维 Laplace 方程 支配 的 ， 且 该 方程 
是 线性 的 ,所 以 可 以 用 解析 形式 来 表达 所 得 的 结果 ,从 而 能 更 
加 清楚 地 阐明 主要 思想 。 这 个 问题 也 很 适宜 于 用 来 引进 众 所 
局 知 的 两 种 处 理 奇 晃 摄 动 问题 的 方法 ， 于 是 ， 本 章 就 成 为 全 
书 的 基石 。 以 下 各 章 仅仅 是 为 了 推广 和 扩充 本 章 联系 到 薄 必 
这 个 标准 问题 时 所 扣 出 来 的 那些 概念 ， 

研究 的 步 台 如 下 :首先 ,形式 地 计算 一 般 的 对 称 里 型 的 薄 
KEFR RASILA EEREN, MWHAH eB EE 
一 性 ,其 产生 的 原因 是 在 驻 点 破坏 了 小 扰动 的 假定 ;最 后 、 我 
们 用 三 种 方法 必 了 改进 : 一 是 在 物理 上 进行 喜 观 的 论证 ， 二 
是 根据 边界 层 理 论 的 精神 , 同 局 部 解 进 行 匹配 ,三 是 对 陋 形 边 


+ 50 a 


乡情 形 。 末 用 变形 坐标 。 


4.2 形式 的 注 习 展开 


我 们 考 碟 不 可 压缩 ,无 粘性 .均匀 来 流 绕 过 荡 翼 的 二 维 流 
动 ， 为 简单 起 见 ,我 们 只 讨论 对 称 流 动 ,因为 它 体现 了 所 有 最 
重 席 的 特性 ， 不 过 ， 因 村 度 和 和 攻 角 引起 的 非 对 称 效应 可 用 同 
样 的 方法 处 理 . 读者 若 否 详细 了 解 ,请 参看 Lighthill (1951), 
Jones 和 Cohen (1960), Thwaites (1960) Sx BEF RRE 
论 的 前 述 . 

ROA SRILBRA, MRE « 轴 任 一 合适 的 线段 
上 ,其 长 度 可 恨 定 为 1 HER, RATRE y= +T) 
KR, HE e HERBS, TO) 是 数量 级 为 1 的 基 
个 函数 , 它 确定 了 下 型 的 厚度 分 布 { 图 4.1)。 改变 e 就 可 得 到 
KPRD, 

Y 


ster(x} 
to pester 


> 
, LE 7 TE * 
Al 4.1 Se SRR BE. 

WD ROCRERD, TESLE B= lees, MEE 
Hb IRATCHED Both. SRA, ee 
最 为 9 一 Ugrad$， 其 中 如 是 来 流速 度 。 BA. ETA 
结 为 

微分 方程 ; Pex T Pyy =D (4.13) 

EMRE: p ~ r t of1) 《当中 十 太一 co 了 时) (4.16) 

相 切 条 件 : S= eT) Ge y= teT) 上 ) 

C4.1c) 


+ 5] = 


渐 近 条 件 (4.1b] 中 的 第 二 项 仅 要 求 在 无 穷 远 处 搞 动 势 为 零 ， 
对 于 封闭 物体 它 实际 上 为 O(4). 去除 环 量 后 ,这 个 要 求 保 


证 了 解 的 唯一 性 ， 

这 个 仅 涉 及 最 入 单 的 线性 椭圆 型 偏 微 分 方程 的 问题 乍 一 
ARES, 但 是 动 难 以 求解 并 达到 满意 的 精度 。Theodo- 
rsen (Abbott $H von Doenboff, 1959) +EH RIE AELS HI PR 
EX HAS. BPR RE, Rea RE 
SEAR HEAD, FES HEE I. OR A Te GA, ARMA E 
K. 

我 们 求 当 厚度 参数 e ETERNAN. MAK 
PRK aS, BABB. CRAKE ET, PA 
其 基本 解 是 均匀 平行 流 ， 对 于 给 定 的 厚度 分 布 函数 T, RAT 
A Be eR 

ble, y3 E) ~ x + edilx, y) + edale y) 
+ eplay) 二 (4.2) 
这 表示 展开 式 以 8 AE RU PER BIE, RR 
是 很 钝 的 ,对 不 可 压缩 流动 来 说 ， 这 一 展开 式 看 来 是 正确 的 ; 
参看 习题 4.3。 Rit. 对 亚 声速 可 压缩 流 绕 圆 头 翼 型 的 流动 ， 
P 1.2) PARAM eloge WFP RAS HBL 的 对 数 项 . 

为 了 将 上 述 展 开 式 代 人 完整 的 问题 ， 并 令 © AES 
等 ,我 们 必须 将 相 切 条 件 {4.1c) 挪 到 y 一 0 轴 上 。 如 困 假 定 
pelr y) 在 一 0 上 关于 3 是 解析 的 ,我 们 可 展开 成 Taylor 
级 数 , 得 出 

@ylr, +ET) = pulz, 04) 
+ [day (x, OL) tT @)dyylrs 0£)] 
+ elpale, OF) ET day, (x 04) 
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+ $ Tpos (x, o+)] Horr (4.3) 


bs 可 得 类 似 的 式 子 。 这 里 ，》 一 0 士 指 当 取 极 限 8 一 0 
HY, RAUB (CARAS TEER EPO, MR + 有 间断 《但 
> 是 连续 的 )。 上 述 这 个 展开 式 虽 是 为 得 到 所 需 形 式 的 级 数 
必 不 可 少 的 (参看 3.8 T) 但 它 是 我 们 以 后 要 过 到 的 非 一 致 
性 的 根源 ， 电 于 相继 出 现 了 高 阶 导 数 项 ， 我 们 可 以 意 期 会 出 
现 困难 . 

于 是 ,我 们 就 得 到 了 一 系列 问题 ,其 微分 方程 和 相 切 条 件 
都 是 线性 的 。 其 中 第 一 个 问题 就 是 通常 的 线性 化 薄 咽 理论 : 


Pixa T Piy = 0 (4.42) 
h, = of) (3 rt cao) (4.4b} 
diyfx, OF) = HT (x) (4.4) 
bare 十 hiy = 9 (4.5) 
da = o(1) (24 x? t y — co) (4.5b} 


Pay(xs Ob) = tT plr, 0) 
TTL) pyy (Ys 0} 


= [T Cpr, 0)) (4.5¢) 
Pare 十 psy = 0 (4.64) 
os = o(1) (4+ > oo) (4.6b) 


halt, 0+) = AT (8) (re, a) 
E TOT Ce) pissile, OFT (4H) diy, (4, 0) 


一 5 Tx) piyyy (+,0) 


1 t 
= + [r {g(r, 0) TO] 
{4.6c) 
给 出 的 二 阶 、 三 阶 相 切 条 件 的 男 一 种 较 简 单 的 不 同形 式 
《4.5c)，(4.6c， 是 利用 了 前 阶 近 伏 的 微分 方程 和 相 切 条 件 后 
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得 到 的 ， 由 于 这 一 改进 ， 每 个 问题 在 形式 上 同 第 一 个 问题 完 
全 相同 ， 所 有 高 阶 近似 可 以 看 作为 某 个 想象 的 村 型 的 一 阶 近 
W, PRED RESARK T) 是 相 切 条 件 中 的 最 后 一 
个 方 括号 内 的 表达 式 ， 

RAR LARA Taylor 级 数 展开 同 对 称 
埋 上 的 速度 分 量 联 系 起 来 ， 这 样 就 能 把 它们 表达 为 8 ER 
数 。 因为 对 称 轴 上 的 8,， 由 相 切 条 件 给 出 ， 所 以 内需 要求 
hx 人 xs 0), 于 是 ,党 如 说 ,表面 速度 4 可 由 下 式 给 出 ; 


= 1 + eb.(2,0) + KZG 0) + TOOT (x) 


+r | 十 .. (4.7) 
当然 这 一 过 程 可 能 是 产生 非 一 致 性 的 男 一 根源 . 


43° SRA 


RM CHETAN SRA Bit RVR. WH 
用 各 种 方法 求解 这 个 关键 问题 。 用 复 变 范 数论 的 方法 通常 是 
最 简 沼 的 ,最 好 的 办 法 常常 是 精 测 复 变 数 = 一 zx 十 的 函数 
Che 一 iby), CEWCH RIF. Jones 和 Cohen (1960) 
FUG VT RA ER SRA HAE. 
然而 , 复 变 钞 数 论 方法 的 缺点 是 , 它 不 能 推广 到 三 维 流动 
中 去 ， 可 以 进行 这 种 推广 的 另 一 种 方法 是 ， 用 闸 点 分 布 来 代 
表 物 体 。 可 将 源 、 侦 极 子 等 置 于 物体 表面 上 或 物体 内 部 .在 
莫 尾 理论 中 ， 它 们 自然 分 布 在 前 后 缘 间 的 对 称 轴 上 上 上。 对 于 对 
称 问 题 , 只 要 用 源 和 汇 就 可 以 了 ,封闭 物体 变 求 源 汇 的 强度 相 
=. 
ÉE ich fie SR RAY oe Be 
o= z bgy d + P = 3, Relogz (4.8a) 


gt 《4.8b》 


$y 一 圭一 (4.8c) 


TAD ER ay BE, ESE Ee SE M 源 的 当地 强度 必须 
WMA RIE, BS LEBER, AEM ARE 
FE A ee eS ah LORE. Alh, MARRE 
题 (4.4), (45) 等 风骨 为 

中 of yp 一 工人 (x — Ebay is BIH dE t4. 9a) 


x Jie fx —€) + 
¥dny(E, OF): 
po rs y) = I 9b) 
这 可 以 直接 代 八 ,或 以 复数 形式 
i Pnr (Ey 0 十 ) 
bar — ibas = + A (ne EO) a (4.9) 


代入 加 以 证 实 。 ATRAG7) 那样 计算 物 面 上 的 值 ， 我 们 
只 需要 
Pett) 20+) 
Y 一 二 
1 fT T; 

-+ Lg" TO ap (4.10) 
这 里 , 如果 x Mb AR ZB, bE BRR Cauchy 
ER. Van Dyke (1956》 给 出 了 一 系列 厚度 函数 T(x) R 
型 积分 《4.10) HEA. 
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ASRUW RBA EB. 最 简 世 的 有 限 圆 头 对 
型 是 椭 贺 ， 这 是 我 们 要 仔细 研究 的 对 象 ， 设 厚 座 分布 函数 为 
TO 一 M1 一 2 , 它 描述 了 在 区 间 一 1 和 x <1, REL 

-= 55 6 


PRES 0) 一 


为 6 的 一 个 椭圆 [图 4.2). 前 缘 和 后 缘 的 (曲率 ) 半 径 为 a 


4.2 AERE, 


REIRAS (4.10) 得 出 


ipi Ed 
puir, 0) = Pe ey 
| (# <1) 


(4.11) 
i — Put’ 1) 


它 是 关于 ma 的 一 阶 问题 (4.4) RERE. E 
AHE, bk Jones 和 Coben 的 表 可 得 到 整个 流 场 的 扰动 复 速 度 
dis try 1 Va _ (4.12) 
MERA MM LE, RMT eR a 
(4.11). RE wR D Se ERICA RRA 
SR, ERALAR WIE, G/U ml +e, 这 一 数值 在 桶 
圆周 线 中 点 , 邵 速 度 最 大 值 处 (图 4.3) 恰好 等 于 精确 值 . 
如 果 一 阶 物 面 束 度 即 使 在 器 型 两 端 也 是 有 限 的 ， 这 一 傅 
况 是 会 给 入 以 错觉 的 . 根据 式 (4-12), 抗 动 速度 本 身 在 前 、 后 
钳 处 是 有 奇 性 的 。 在 驻 点 ,小 抗 动 龟 定 破坏 了 ,因此 ， 其 解 也 
局 部 地 失效 了 。 菏 丑 解 在 前 \ 后 缘 附 近 是 非 一 致 有 效 的 。 
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扰动 速度 有 sir” 阶 的 奇异 性 , 其 中 AeA 
离 ， 因 此 ， 非 一 致 性 的 区 域 是 半径 为 & 阶 的 贺 域 。 根据 物 
理 上 的 原因 ,可 能 已 经 预料 到 , 它 是 前 缘由 素 半 径 的 数量 级 . 
在 高 阶 近似 中 , 摄 动 解 也 会 失效 .我 们 已 经 看 到 ， 吕 的 
问题 (4.5) 同 四 , 前 问题 完全 相同 。 因素 ， 从 式 〈4.7) 得 到 物 
EEA DE EB 
q ， 
f~1+s~te 2 (4.13) 
BRE jr 平方 阶 的 奇 性 。 在 图 43th, 4 e= 0.5 时 ， 
把 一 阶 , 二 阶 近 似 同 精确 结果 作 了 比较 ,图 中 靳 点 附近 级 数 的 
发 散 性 是 十 分 明显 的 . 可 以 无 限制 地 计算 以 下 各 项 ， 我 们 发 
BL 2# MERA (rA 阶 奇异 性 Ra I 
的 奇异 性 ,虽然 其 符号 蚌 正 人 负 交 蔡 的 ; 仍 不 能 使 性 点 处 的 速度 
AES. 《 象 一 阶 近 似 一 样 , 痊 数 阶 的 速度 分 量 也 是 奇异 的 ,但 
对 裘 面 速度 的 贡献 是 正则 的 。) 所 以 ,除了 离开 前 后 缘 为 © Br 
焉 离 处 ,每 一 步 部 使 解 得 到 改善 ,而 在 前 后 缘 附 近 ， 解 的 性 态 
变 得 越 来 越 坏 ， 


HECA 14 ay 
o Lighséill 法 则 C4.31 bY 


g 
> x 
° w oe .GB o4 D2 9 
ba] 


图 4,3 6-05 Ff HERG LNB. 
» 57 * 


用 保 角 映射 法 或 梢 贺 坐 标 系 中 的 分 离 变 旱 注 容易 得 到 完 
全 解 ， 同 该 完全 解 相 人 比较， 可 以 验证 形式 的 薄 愤 腊 开 式 ， 物 
面 速度 的 精确 结果 为 

g 1 -二 5 
U i elr ey (4-140) 
对 于 小 8 作 形 式 的 展开 ,得 出 
1 ? 1 2 


了 一 1 二 8 一 二 gs 一 >g’ 
2 l— 7 2 1 工 一 坊 


3 x 
zie 4... 4.146 
8° Gy (4.146) 


此 式 证 实 、 推 广 了 我 们 的 结果 4.13). TO. BEREI 
一 数 性 的 根源 更 加 明显 了 ，。 柯 性 项 来 白 于 用 二 项 定理 展开 
《4.14a) 的 分 母 , 这 种 展开 仅 当 


a 
(1 —#) >; Ww (4.15) 


时 才 是 合理 的 。 因此 ， 在 驻 点 r= tl 附近 是 非 一 臻 有效 
的 . 


4.5 非 唯一 性 : 检 征 解 


MIATA BIER EE, AOA A, SRA E 
在 数学 上 不 是 唯一 的 , 相 切 条 件 〈4.4c)，(《4-5c) SETE BIK M 
MBA SHEN. 加 此 ， 我 们 有 权 把 任何 一 个 调和 函数 如 到 其 
WHA, 该 调和 函数 在 前 后 缘 附 近 也 是 有 奇人 性 的 ,但 在 其 它 方 
面 不 影响 边界 条 件 . 对 于 本 问题 ， 用 置 于 一 端的 点 狐 和 置 于 
另 一 端的 等 强度 点 汇 便 可 得 芷 这 样 一 个 函数 : 


=i ogv (eb LY +y — log Ve 1 ty | 


(4.16a) 


38 +. _ 


[ ceil _ x—i ] 
2x L(x +IP +y (x—1)' + r 
(4.16b) 


Pr 


c y y 
ailer i~ty O Goes | 
(4.16c) 
显然 ,除了 在 前 后 竺 附近 , CHS 4.4), (4.5) 等 都 没 
A BE Mie), ZEB SR Ah A LL Be Ce oO AEA, 

这 是 本 征 解 的 第 一 个 例子 。3.10 节 中 曾 讨论 过 在 逆 坐 标 
展开 中 本 征 解 的 作用 。 虽 然 本 例 显 然 是 参数 氢 动 ， 因 为 它 是 
奇异 洪 动 问题 、 所 以 它 也 可 夏 作 为 一 种 道上 坐标 展开 。 志 就 是 
说 ,在 离 前 绿 距 离 比 半径 大 得 多 的 地 方 , BER 
的 了 。 本 征 解 (4.16) 忽略 了 在 边 绿 附 近 的 缉 致 流动 . 

A (4.16) 对 x SR ERROR. 它 由 置 
于 前 后 综 处 的 偶 极 子 构 或 ( 汐 了 满足 上 游 条 忻 , 其 强度 不 必 是 
相等 的 )。 同样 地 ,由 四 级 子 、 八 极 子 组 成 的 ,相继 奇 性 更 强 的 
本 征 解 的 无 限 序 列 , 可 由 关于 x 重复 微 商 得 到 。 

为 了 使 解 具 有 唯一 性 ， 必 须 确 定 科 以 每 个 可 能 的 本 征 解 
的 常数 。 可 以 用 下 述 越 米 越 完 善 的 方法 来 达到 目的 : 

(i 最 小 青 性 原理 ”非常 可 靠 、 而 义 带 有 一 点 神秘 色彩 
的 是 ， 在 发 生 任 何 非 唯一 性 的 情况 下 ， 正 确 解 总 是 具有 尽 可 
Be. 对 于 椭圆 焉 型 ， 这 个 原理 在 一 阶 解 中 排除 了 
所 有 本 征 解 ， 在 二 阶 .三 阶 解 中 排除 了 源 以 外 的 所 有 本 征 解 ， 
在 四 阶 \、 五 阶 解 中 ,排除 了 除 源 和 偶 极 子 外 的 所 有 本 征 解 ， 如 
此 等 等 , 在 5.6 节 中 讨论 同 边界 层 型 的 局 部 解 相 匹配 的 时 候 ， 
RN ik RAS Be. 

(i) 整体 守 怪 原理 有 时 可 以 找到 一 种 守恒 律 ， 它 可 以 
用 来 确定 本 征 解 ， 对 于 猜 赣 辟 型 ， 质 量 守 恒 原 班 排除 了 源 本 

oy + 


TEA (4.16). 达到 这 一 愉 的 方 傅 的 途径 是 ， 用 流 函 数 而 不 是 
用 速度 势 来 进行 研究 :这 就 可 保证 在 总 体 上 质量 基 守 恒 的 . 那 
么 ,所 人 允许 的 最 幸 的 本 征 解 是 偶 极 子 而 不 是 源 ( 习 题 4.1)， 同 
第 一 种 方 靶 结合 起 来 。 BA BS Ae PE HEIR FI 
MEURTRE. 

Gii) 同 补充 的 展开 式 进行 苞 配 ”在 本 章 后 一 部 分 , 我 们 
概括 了 Prandtd 详细 斌 究 非 一 致 有 效 区 的 思想 。 这 种 方法 的 
主要 特征 是 。 能 够 同 在 该 区 域 中 有 效 的 补充 涤 近 霸 开 式 相 匹 
A. RA it CE AR RAE 
迎 ， 在 上 闻 , 我 们 丝毫 没有 应 用 上 述 这 些 方法 , 而 只 是 直接 两 
已 知 的 精确 解 作 了 比较 。 

对 于 更 复杂 的 问题 ， 上 述 所 有 方法 都 可 能 无 效 。 半 无 限 
平板 上 边界 层 的 三 春 近似 就 是 一 例 ， 它 要 到 第 七 章 中 和 进行 研 
究 。 这 时 ,如 果 不 解决 整个 问题 ,即使 是 在 原 刚 上 确定 第 一 个 
本 征 解 ,或 许 也 是 不 可 能 的 . 对 于 这 类 难题 ,已 试图 用 在 任 一 
点 间 另 一 个 不 同 的 近似 解 拼 赚 〈Imai，1957a)， 或 同 某 一 数 
fa GRE (Traugor，1962) 的 办 蒜 来 确定 第 一 本 征 解 。 


4.4 Joukoweki 2; pH 


PRERANE, MRM 
分 表面 压力 的 方法 来 计算 阻力 。 在 一 阶 近 似 以 上 ， 确 实 出 现 
了 发 散 积分 . TR al ARN RE TT E 
了 ,从 而 掩盖 了 这 一 现象 . 因此 ,我 们 来 研究 只 有 一 个 图 形 边 


tg HORS Be BI l 
准确 到 二 阶 ， 对 称 的 . Joukowski WA (H 4.4a) 由 厚度 
SHART 一 (1 一 xz) MI 一 字 来 描述 .在 中 弦 处 的 厚 


度 比 为 s， 最 厚 处 厚度 比 为 GV 3 /14)s 一 1.308， 式 (4.10) 
给 出 了 在 对 称 轴 上 一 阶 流向 拢 动 速度 : 
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a 1 ft itgi 
é.(2,0) 一 一 一 dl — Îr, 
x p75 
{x <1) (4.17) 
Be 8 oR "BEL UA FEWR EE 
q —29—Lpypl 2" Pee 
可 一 1+etl 2x) a a+? yr 
(4.18) 


根据 Bernoulli 方程 ,表面 压力 系数 为 
Cp = fa Pe = m 一 26fl — 2x) 


l n 
2 pU 
ety 4 一 3 4 wae (4.19) 
i-Fx 
阻力 可 以 根据 下 式 : 
C,=— {pay 一 f COT adr (4.20) 
Jog: 一 - 


2 
将 压力 沿 着 由 型 进行 积分 来 计算 .然而 ,把 菏 融 展开 式 (4.19) 
代 人 上 式 表明 ， 在 前 绿 处 二 阶 项 是 发 散 的 。 仅 保留 第 一 项 得 
到 一 个 全 阻力 : 


ca ae Q — 247) tare —2ee? (4.21) 
根据 D'Alembert 原理 ， 阻 力 必 须 等 于 老 , 所 以 这 个 结果 显然 
十 错误 的 。 因 为 一 阶 某 强 理 论 不 能 预言 驻 点 附近 的 压力 上 升 
《图 4.4b)， 所 以 ,该 理论 没有 把 对 阻力 的 正 贡 献计 算 在 内 ,其 
值 出 好 癌 我 们 刚才 算出 的 在 亏 型 其 余部 分 上 的 拉力 相抵 销 。 

Jones (1950) 描 出 :如果 不用 表面 压力 ， 而 用 动量 积分 
来 计算 阻力 ,就 可 复 得 这 种 前 缘 阻 力 , 因 为 这 种 方法 避 开 了 前 
绊 附 近 汞 避 理 论 和 失效 的 区 域 。 也 可 用 以 后 慨 研 究 的 方法 改进 
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AURA MEDEA PTR. Wa 
二 阶 . 高 附近 疏 中 是 成 功 的 ， 


p žer aT 
ia} 


图 4.4 对 称 Joukowski WE, Ca) LART O) REENA M. 


这 样 , 人 们 发 现 ， AERA R RAAF Jouko 
wski RARA REJER, 它们 必须 被 加 划 由 线性 理论 
得 到 的 表面 压 为 积分 中 去 . 一般 地 说 ， 前 绿 阻力 公式 如 下 : 


Diz = > xpU’a (4.22) 


式 中 a ONT R, E 4.4 所 未 的 Joukowski IW AIAN 
缘 半 径 为 4e*。 AIRI RTA AAA EEA 
柱 的 阻 为 一 一 按照 Prandtl 和 Tietjens (1934) 的 意见 ,这 个 
阻力 被 定义 为 由 一 断面 所 分 割 出 来 的 头 部 阻 为 ， 当 断面 移 到 
下 游 无 穷 远 处 的 极限 情况 下 ， 制 颖 中 的 压力 为 来 流 值 (图 
4.5)。 显然 ， 实 际 情况 上 应 该 如 此 ， 因 为 当 厘 度 扑 于 零 时 ， 任 
— BRR AHR T REBATE RA HOE Be 
似 . 在 4.8 WAP a A wae. 

MPS RRS HH HAR. EAI D'Alembert 原 
EWR, (PIX, ROA Rw ie UR ME 
ABS — + PRAY TA eH, PLA A SE 
KR, CBABE-TERE HA. BE HA -Aa PRS 
分量， 解决 这 一 伴 课 还 是 同 前 缘 的 奇异 性 有 关 .。 可 以 用 上 述 
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图 4.5 CRRA REE. 


关于 对 称 贺 型 的 方法 求 出 使 阻力 依 复 到 零 所 需 的 附加 前 缘 拉 
力 (ven Kármán 和 Burgers, 1935, pp.51-52), 


4.7 UORD EKR 


我 们 来 研究 两 种 别 的 形状 的 瑞 型 ， 分 别 涉及 其 驻 点 边 谋 
比 业 贺 又 型 更 尖 或 更 钝 的 情况 ， 首 先 ,厚度 分 布 画 数 Tix) = 
1 一 RT Re ROA 4.6). 
按 以 前 记述 方 污 得 到 一 阶 近似 为 
du — iy 一 之 2 (2 — zlog Ž a = 十 :| (4.23) 


在 锐 驻 点 边缘 处 ， 扰动 速度 以 对 数 委 扑 于 无 ， 即使 在 物 面 
上 ， 其 性 态 也 如 slogr 一 样 。 在 高 阶 近似 中 仍 有 这 种 缺 
陷 。 所 以 ， ERS E IRS REESE 


l+x 
~ 1 二 sf(2 一 Lts) 
*log 5 


一 r 


工 十 工 
+ea 人 后 (一 aa y 
& wlog T 一 


— rY. 
t Iter 

一 二 lo 一 -一 1 — 2) | 4.24 
x oe lx ( ) ( ) 


在 驻 点 , 它 有 (elog7)’ 阶 奇 竹 ， 第 ”项 则 有 (slog +)” 阶 奇 


+ ój- 


性 . 因此 , 展开 式 在 离开 两 端 为 ~ 阶 的 距离 范围 内 无 妆 . 
因为 它 出 的 任意 次 村 部 要 小 ， 所 以 实际 上 通常 可 以 酷 去 不 
计 ; 在 尾 绿 处 ,这 种 非 一 致 福 将 名 粘性 效应 所 掩盖 。 但 是 ,我 
们 不 仅 要 了 解 和 改进 贺 形 边缘 处 的 较 严 重 缺 陷 ， 也 要 了 解 和 
改进 这 一 微小 缺陷 ,这 是 有 重要 意义 的 ， 


y 
| pu tet) 
1 


图 4,6 RO, 


本 例 的 奇异 性 很 脏 。 不 至 于 发 生 实际 的 困难 。 利 用 最 小 
奇 性 原理 ， 可 以 排除 记 有 本 征 解 ， 因 为 它们 之 中 奇 性 最 能 
#— WATER (4.16) —ER AOE RRR SE 
— TiN HR, 况且， 阻力 系数 的 积分 (4.20) Bk MH 
的 ， 所 以 ,对 于 尖 头 填 型 ,形式 的 薄 必 展开 式 可 以 计算 到 无 限 
高 阶 . 

第 二 个 例子 考 上 起 薄 矩 形 费 型 这 一 相当 极端 的 情况 (图 
4.7), BUDE HM TE) 一 HU — 2) 一 H(z 十 
1) —H(x—1) 来 描述 ， 式 由 , HÆ Heaviside APH BR 
数 . WIRY EONS, SEMIN. 适当 注 
意 其 中 的 不 连续 函数 ,我 们 由 式 (4.10] 得 出 

hirlas 0) = È f pa a =L) dE (4.25a) 


式 中 5 为 Dirac dela AA——H 的 导数 ， 除 了 自 变 量 为 零 
处 议 外 ,该 函数 均等 于 零 ,而 在 原点 处 ， 它 等 于 无 穷 大 并 使 其 
积分 等 于 1。 这 里 发 生 这 一 情况 有 着 明显 的 物理 解释 : 源 分 
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图 4.7 EERE. 


TASTE BS GL Ea a hk BSE HR Je fae A She e e 
组 成 。 (4.9) 中 的 积分 显然 要 包括 轴 上 的 所 有 源 点 在 内 。 
国 此 ,本 例 至 少 必 须 将 积分 限 稍微 延伸 到 前 后 六 以 外 ,我 们 也 
可 以 实 接 将 积分 限 延 伸 到 无 穷 远 处 市 得 出 

dul) m E f" PEED EED gg 
= 2 _1 (4.25b) 


URAL, EE AMEE (4.16), 其 常数 C 一 2, 

Ste VBE EUR LA c/s 阶 奇 性 。 这 就 表示 , 非 一 
致 性 区 域 是 边缘 厚度 © 数量 级 的 。 根 据 物 再 的 原因 可 以 预料 
到 这 一 点 。 如 果 要 计算 一 阶 \ 三 阶 近 似 , 我 们 发 现 ， 在 前 后 乡 
处 积分 (4.10) 是 发 散 的 。 将 式 (4.10) 进行 分 部 积分 可 以 碱 
强 奇 性 ,这 也 说 明了 对 TO AERA, De A 
不 同 的 形式 : 


~l d £™ Ta Ien 4 
$x 0) x de Puget d (4.102) 
为 于 目前 这 种 非 光 滑 外 形 ,该 积分 依然 古 发 散 的 ,但 只 有 对 数 
青 性 。 如 果 我 们 随意 地 丢弃 无 陨 值 的 项 , 鞭 结 时 为 


Lt 
par lr TE lossy bg Fe 一 Fx 


“ ° G5 


— lo 1 1 
+ (1 ~ log 2) la + ry + ts] 


+ | 一 一 +- 1j} (4.26} 

可 以 认 出 ,上 式 第 三 项 为 产 本 征 解 式 [4.16)， 第 二 项 为 侦 
极 子 本 征 解 。 由 最 小 末尾 康 理 不 能 排除 它们 中 的 吾 一 个 ， 因 
为 第 一 项 的 奇 性 最 程 。 但 利用 连续 福 的 条 件 青 明 ， 不 应 出 现 
HAIR., 误差 来 自 于 对 发 散 积 分 的 随意 人 处理, 因此 , 仅 可 指 
望 主 项 是 正确 的 ,第 二 项 的 强度 应 折 一 个 待定 常数 来 代替 .于 


是 ,从 式 (4.7) SHOP Wee 
1 g' | 4x ltr 


+j] 
1 — 2? we {1 — xy? “ers 
(4.27) 


Zait Że 
u x 


1 | 1 
re la 十 xy ta +l} 
偶 极 于 本 征 解 的 强度 C 只 能 用 同 边 绿 邻 域 中 适用 的 补充 
展开 式 相 匹配 的 方法 来 求 得 。 在 习题 4.3 中 会 君 到 ， 这 样 做 
SESSA vlogs 项 开始 出 现 对 数 项 . 这 一 复杂 情况 
是 同 下 述 事 实 有 关 的 : 邑 比 业 贺 更 钝 的 形状 实际 上 是 不 能 用 
At LAR RRA. 
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上 述 这 些 例 子 说 明了 在 奇 蜡 摄 动 问题 中 由 厘 一 致 性 所 产 
生 的 某 些 困难 .现在 我 们 针对 其 发 生 的 原因 , 用 消除 非 一 至 性 
的 方法 来 解决 这 些 园 难 ， 下 节 我 们 要 介绍 一 种 相当 一 般 的 方 
法 , 它 适 用 于 -一 类 广泛 的 奇异 摄 动 风 题 。 这 种 方法 的 优点 是 ， 
必要 时 可 以 形式 地 加 以 谈 用 ,而 丝 莹 不 必 求 助 于 物理 知识 ,但 
是 ， 我 们 还 是 采用 同 物 理 直 觉 有 密切 关系 的 有 关 步 刚 来 说 明 
XML, HT MAD, DSB 
2 UBB READ DIE ERROR HEA RS OTRE, 


* 6 


考 虚 绕 厚度 为 # 任意 圆 头 费 型 的 流 动 { 图 4.8). IE RHE 
ARH —#, BRRTARAR WRAL ER a 数量 级 的 中 
AARG KAAF a 是 正比 于 四 i, eR, B 
型 可 以 用 有 相同 头 部 半径 的 抛物 柱 来 代替 。 而 且 当 厚度 减 小 
时 ,和 近似 程度 越 好 ,这 是 因为 它 在 更 大 倍数 的 头 部 半径 那样 大 
的 范 函 内 保持 给 室 的 精确 度 ， 


at tee a 
— ag 


图 4.8 AAR Se, 


FRR eb PS ee RE. ETA hA ARE 
的 结果 (4.14a} 求 极限 得 到 ， 


u (4.28) 
Netal? 
Ads 是 离 边缘 的 虐 离 ，V, 是 抛物 柱 上 的 最 大 速度 , 它 显 然 


几乎 等 于 来 流速 度 也 ， 但 不 需求 出 它 的 数值 . 对 于 小 的 头 
部 半径 a, BRRR PERSAR DEH, 对 于 小 的 
ajs 的 值 ), 从 而 得 到 级 数 - 


oo —24.-.) (4.29) 
45 


引号 的 意思 是 指 : RRRBAHAR, CHEER 
的 结果 。 实际 上 ， 它 也 可 由 酉 圆 辟 型 的 二 阶 解 式 (4.13) 得 
到 。 上 式 中 的 两 项 是 二 阶 近似 解 , 因为 头 部 半径 是 8? 数量 级 
的 ,在 抛物 柱 表 面 上 ,一 阶 扰 动量 恰好 等 于 零 ， 因 此 不 存在 一 
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Bre 的 项 . 

现在 ,我 们 断言 ,上 述 两 个 表达 式 的 比值 ， 是 使 头 部 半径 
为 的 任何 辟 弄 上 速 庶 的 形式 薄 恤 和 解 “9?” 成 为 一 殊 有 效 近 仆 
3 WELIAFT: 


g = 一 一 一 全 (4-30a) 


其 理由 如 下 : RR RA, AR Le 
司 密切 抛物 柱 上 的 速度 相同 ; 另 一 方面 ,远离 前 缘 处 ， 修 工 因 
FRET 1, HA, ERREAREN, CLERI HE 
型 的 消费 解 . 

可 以 篇 化 这 一 法 则 . 因为 分 母 已 经 在 形式 上 作 了 展开 ， 
所 以 ,进一步 展开 不 会 有 什么 还 处 :对 恬 型 的 菏 槛 解 作 展 开 也 
一 样 ， 如 果 记 得 “4q”/U 是 1 十 Ole) 形式 的 , 并 仅 保留 & 


阶 的 项 便 可 得 到 更 简单 的 法 则 : 
a f © fa a 
B+ (4.30b) 


式 中 ， 下 标 指 形式 的 二 阶 解 “98” 已 经 成 为 二 阶 一 歼 有 效 涤 
这 和 解 了 ,这 应 该 在 这 样 的 意义 上 来 理解 的 : BH LERRA 
力 系数 据 动 的 主 项 和 次 项 (相对 量 阶 为 6) 处 处 都 正确 无 误 。 

这 个 基 则 首先 由 Lighthill (1951) SH, iB WER FTIR SE 
SRA, FRE 4.12 节 中 将 予以 前 述 ， 他 指出 : 这 种 法 则 也 
适用 于 有 玫 骨 或 弯 度 的 娶 型 ， 但 后 者 的 摄 动量 在 头 部 附近 仪 
准确 到 一 阶 . 今后 , 我 们 称 (4.30b) 为 Lighthill 4]. 

He OA, RFE LPR A TR. BS 
Ring “gU 由 式 (4.13) 给 出 ,由 于 f 一 + 十 1, 9 一 5 我 
们 得 到 


+ i 


1 一 2 
i— x 


a te 1 
可 (ter ze 


tet oe 


) (4.31a) 


这 样 ,在 前 缘 处 的 坷 异性 消除 了 ,并 为 适当 的 零 值 所 代替 . 当 
然 在 后 缘 附 近 仍 有 青 异 和 性 ,所 以 这 个 解 关 于 * 不 是 对 称 的 .后 
RMSE A :一 1 一 *。 并 再 次 应 用 Lighthil 2:0 
以 消除 。 经 过 进一步 的 简化 , 便 得 完全 一 致 育 效 的 结 末 ; 


1 一 入 
1 二 如 十 四 十 二 人 
4 


x (1 +s+te) (4.316) 


ajs 


上 述 结 果 图 示 于 图 4.3 中 ,并 同 精确 解 和 薄 届 解 作 了 比较 , 反 
TCE- MAR. 

RR RRS REA Lighthil 法 则 的 上 述 推 导 是 有 益 
A. SRR Ri, RR 
能 克服 在 贺 头 附近 迅速 变化 的 男 难 。 然 而 。 我 们 却 可 以 利用 
两 个 映射 之 积 一 一 由 均匀 流 映 射 成 密 世 抛物 和 柱 ， 再 从 抛物 柱 
映射 成 薄 姻 虽然 前 者 必须 是 精确 地 进行 映射 的 ， 但 后 者 是 
适合 于 应 用 薄 如 理 论 的 . A (4.30b) 中 的 两 项 是 同 这 两 个 保 
FAW STAB BY A. 
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现在 我 们 再 从 Prad 边界 层 理 论 的 观点 来 考虑 圆 头 也 
型 。 也 就 是 说 。 用 引进 放大 变量 的 方法 来 研究 非 一 臻 有效 区 
中 的 细致 流动 。 这 样 ,我 们 得 到 了 一 个 局 部 解 , 它 是 薄 翼 饰 级 
数 展开 式 的 补充 。 在 下 一 节 , 我 们 要 将 它 同 薄 丑 解 相 匹配 .至 
于 这 种 形式 的 方法 同 上 面 直观 的 论证 间 的 关系 ， 在 分 析 的 过 
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Heth ise. 

ATRE RICREA., HAR +A 
FREBSERN, BRM BMY. RARA IREE 
— BE, Fab BY SE ART AE. 为 了 简单 起 见 ， 
我 们 还 第 只 讨论 表面 速度 ， 此 方法 显然 适用 于 整个 流 饭 。 M 
研究 二 阶 近 似 。 为 了 显示 方法 的 有 效 性 。 假 定 它 在 每 一 项 中 
RB — PARAS BR BATE (4.16). PAL (413) 
和 式 (4.16), FAIRE NI AHR RY | 


一 1+el(l+ CL j-te( x 
L l—# 2 I — 


十 了 C: Jte (4.32a) 


当然 如 45 节 所 述 , 为 了 证 明 G 一 C; 一 0， 可 以 利用 质量 守 
恒 的 条 御 。 但 我 们 要 指 由 ， 这 可 以 由 同 局 部 解 机 匹配 的 方 锌 
导出 ， 对 于 较 困 难 的 问题 ,这 种 方法 是 必需 的 ， 
由 于 所 考 虚 的 非 一 致 性 发 生 在 前 绢 ， 令 :一 + 十 1, 将 
坐标 原点 移 到 前 绿 处 有 其 方便 之 处 (图 4.2). 于 是 椭圆 可 用 
y= teaf2s— 3 (4,334) 
SHER PRA GRE RA (4.322) 可 以 写成 
q Cs 
Sa i tefr+ Go| 
-told a] 
2 s{2 — s) s{2 — s) 


( 当 s— 0, 二 = 0(1)) (4.32h) 


该 渐 近 展开 式 在 ;一 OCs") 的 区 域内 失效 , 因为 第 三 项 是 一 
的 数量 级 ,而 不 是 象 假 定 那 样 的 是 小 量 ， 
现在 我 们 要 引进 用 太 写 字母 标 记 的 自 变 重 和 因 变 呐 一 一 
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它们 在 非 一 致 有 效 区 内 是 -- 的 数量 级 。 BEH 1 /e 的 
因 于 来 放大 ; 另 一 个 笛 卡 儿 华 标 y 也 用 网 法 处 理 , 因 为 让 一 至 
有 效 区 是 圆 形 区 域 ， 于 是 ,我 们 引进 新 坐标 ; 


s=% Ya (4.34) 


TOA es A A 
Y = + 6/25 — 639 (4.33b) 
因 变 最 中 应 该 相 应 地 引进 P= p/e 来 加 以 放大 。， 但 对 于 本 
问题 ,由 于 微分 方程 和 过 界 条件 关于 中 都 是 线性 的 ,所 以 这 个 
修正 因子 就 消去 了 。 
现在 我 们 研究 当 被 放大 的 变量 圈定 ， 令 s 趟 于 零 时 所 得 
的 结果 。 地 就 是 说 , 当 厚 度 比 为 零 时 ,我 们 继续 不 断 地 放大 前 
Bai, FE AMKARAA. RAR, BR 
A 
Y ~ +25 (e —> 0, S= O00(1)) (4.330) 
DORE Ee SLADE A FER se. 在 和 进行 坐标 放大 后 ， 
Laplace FRG ARE, Alt, WO SAA ie ey 
位 势 流 动 问题 {图 4.9), 


| 
y | 
o> &4 ms 


图 4.9 | Ses RT Eee EA ta. 
efi 


为 了 使 解 是 唯一 的 , 还 要 补充 规定 一 些 边 界 荣 件 。 显然 ， 
流动 关于 SHEN, BE 
均 名 的， 这 一 点 是 不 太 明 显 的 ， 伍 是 所 有 其 它 可 能 性 都 会 使 
无 穷 远 处 有 更 强 的 青 狂 ， 因 此 按照 最 小 奇 些 原理 是 可 以 被 排 
除 的 (4.5 47). 但 是 ， 我 们 不 能 得 出 结论 来 疲 速度 就 是 原 
先 的 来 流速 度 UL Ak, 我 们 把 它 记 为 U HA RRR A 
匹配 和 的 方法 来 确定 其 从 .注意 ,在 上 节 推 导 Lighthill 法 则 对 
并 不 需要 UL, ACER HT. 

为 了 求 表面 速度， 关于 OS, Y) 的 边 值 间 题 很 容易 求 
解 。 但 从 式 (4.28) 可 见 , 其 结果 是 现成 的 ， 
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FE, e 很 小 时 ， 我 们 得 到 了 解 的 两 个 不 同 的 渐 近 展开 式 : 
BET BU SPS), ER FP (4.32b) BRIE ERREN. 局 
Pia (4.35) 适用 . 

现 引进 某 些 术语 是 有 益 的 ， 在 下 一 章 还 要 加 以 补充 ， 按 
Kaplun (1954), Lagerstram 和 和 Cole (1955) GURU. RHE 
WERE BOOST. 这 是 让 外 变数 + 和 所 或 x 和 ?固定 , 令 
8 AT Srna. PPE SD, OER EES FT AUR TR, CE 
证 内 变量 保持 不 变 令 5 赵 于 零 时 的 结果 《现在 可 以 看 出 ， 在 
U 中 的 下 标 是 表示 “内 ”的 意思 )， 


4.10 同 圆 头 附近 解 的 严 配 


正如 这 个 例子 的 情况 那样 ,一 般 说 来 ,内 外 展开 式 是 相 畏 
想 成 的 ， 在 一 个 展开 失效 的 区 域 另 一 个 展开 式 就 成 立 ， 这 种 
互补 姓 的 一 个 重要 特征 是 ， 两 者 可 以 互相 区 配 ， 匹 配对 该 方 
法 取得 成 功 是 必 不 可 少 的 ， 在 下 面 一 章 ， 我 们 要 进行 仔细 研 
究 . 现在 我 们 仅 断言 ,在 许多 问题 中 , 可 以 应 用 所 谓 渐 近 匹配 
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原理 (5.7 节 )( 参 看 注 4); 

a 项 外 展开 的 m RARA = mm 项 内 展开 的 "项 外 展开 (4.36) 
Ath, m, a 是 两 个 任意 整数 ， 它 们 可 以 是 相等 或 不 相等 的 . 
根据 定义 ,将 4 项 外 展开 用 内 变量 来 表达 ,对 小 上 进行 渐 近 展 
开 , 并 将 结果 截断 至 mm 项 便 可 得 到 = NRI O e ARA 
反之 , 便 可 得 到 式 (4.36) 右边 的 项 . 

现在 我 们 应 用 上 述 原理 来 确定 外 展开 (4.32) 中 的 未 定 
常数 C 和 Cs, 议 及 内 解 (4.35) 中 的 Vs。 开始 时 ,我 们 只 知道 
表示 未 扰 流 动 的 第 一 项 ,对 内 展开 一 项 也 不 知道 ,为 了 确定 内 
问题 的 有 效 来 流连 谋 U; 的 一 阶 近 似 ， 我 们 取 m= nm 1. 
若 以 下 述 方式 将 下 配 程 序 系 绕 化 有 其 方便 之 处 : 


一 项 外 展开 : 4~U (4,378) 
写成 内 变量: = (4.37b) 
对 小 # 进行 展开 : =U (4,37¢) 
一 项 内 展开 : =i (4.374) 
3 a 
一 项 内 展开 : q~U; Vs (4,382) 
Bm rhi A: 一 vA (4.38b) 
对 小 e 进行 展开 : mu (2-54 vo) (4,38c) 
一 项 外 展开 ; =U; (4,38d} 
HERE (4.36), 令 (4.370 等 于 (4.38d) 得 
U, = U (4.39) 


RRL, URI ROK ES BY SERIE NK 
流速 度 ， 从 物理 上 讲 ， 这 似乎 是 合理 的 。 习题 4.2 指出 ， 若 
内 解 在 无 穷 远 处 是 奇异 的 ,就 不 能 进行 这 种 匹配 ,这 表明 我 们 
求助 于 最 小 奇 性 原理 不 是 没有 理由 的 . 

现在 我 们 用 相 肥 的 过 程 来 确定 外 展开 的 第 二 项 。 取 m= 
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l, 2=2 可 得 


S 
一 项 内 展开 : qa (25 (4.408) 
写成 外 变量 ;一 UN 人 C4400) 
对 小 进行 展开 : 一 0 (1 一 填写 十 …) (4.400) 
二 项 外 展开 : =p (4.404) 
—_ Ci a 
二 项 外 展开 : emu fieelrs Waa wos} (4, 41a) 
Cc, 
写成 内 变量 : =U {i +e fı + saar] (4, 41b) 
对 小 e 进行 展开 : = (+ 1+ ~) 《4.41c) 
a CE a0) 
一 项 内 展开 : 4255 (4,414) 


1 《者 =0 
比较 (4.40d) A (4.414), 发 现 仅 当 C 等 于 零 时 ,它们 才能 也 
和 棚 匹 本 ,所 以 在 一 阶 薄 辟 解 中 不 存在 源 本 征 解 。 
现在 把 上 述 过 程 再 反 一 个 次 序 以 确定 内 展开 的 第 二 项 . 
取 mwm 一 + 二 2， 得 


二 项 外 展开 : q~ (I +e) (4.424) 
号 成 内 变量 : = UL +8) {4.42b) 
对 小 e 进行 展开 : = U(1 +e) (4.428) 
二 项 内 展开 : aUa + e) (4,424) 


上 述 最 后 的 结果 开明 ， 内 展开 的 第 二 项 是 e 苦 阶 的 . 从 式 
(4.33b), Bi WL. i OE (4-330) Ri CH BEAR 
的 误差 是 e 量 阶 的 .。 Ak, i U: 作 了 改进 ,不 仅 准 确 到 一 
阶 ,而 且 准确 到 二 阶 章 内 解 就 是 独 物 柱 的 解 。 我 们 得 到 
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二 项 内 展开 : g~u; VTS C4.434) 


ERIRE: tf (4,430) 
对 小 。 进 行 展开 : -u(1-Lo+--) (4.43c) 
二 项 外 展开 : =u (4,434) 


匹配 表明 ， 淮 确 到 二 阶 时 ， 
Um U1 +e) , (4.44) 
EWHENVE: SARA RRAS 
部 形状 ,准确 到 二 阶 近似 , 它 与 密切 抛物 柱 的 性 质 相同 , -但 该 
密切 抛物 柱 的 有 效 来 流速 度 同 真正 来 流速 度 辕 有 不 同 。 由 于 
受 相对 而 言 较 远 的 锅 型 部 分 的 影响 ,有 有效 来 流速 庭 增 加 了 ,这 
可 以 认为 对 于 抛物 柱 增加 了 汇 而 引起 的 。 所 以 ， 抛 物 柱头 部 
以 更 快 的 速度 在 流体 中 运动 ， 以 使 它 能 流 过 忌 型 的 其 余部 
分 
现在 ,我 们 可 以 取 m= 2, 一 3, 再 加 到 外 展开 , 并 证 
明 匹 配 要 求 CG FS, MAKER REA. 
可 用 同样 的 方法 排除 偶 极 子 和 高 阶 本 征 解 ， 
原则 上 ,上 述 过 程 可 以 无 限 进行 下 去 ， 但 必须 认识 到 ,从 
下 一 步 开始 ， 内 问题 不 再 是 关于 线 描 物 柱 的 流动 问题 ， 而 明 
线 由 展开 (4.33b) sh, 并 保留 所 需 的 项 数 而 得 到 的 更 复 麻 形 
ae 1 .3 1 4 
Y~ Vas (1 —ies—is — ++) 
(H «70, S=001)) ! (4.45) 
状 的 流动 问题 (图 4.10). 可 以 对 绕 密 切 抛物 柱 的 基本 流动 
进行 坐标 摄 动 的 方法 得 到 它 的 解 。 当 然 翼 型 形状 的 内 展开 式 
(4.45) 对 于 大 S, EXE, HF 8 > 2/8 时 是 发 散 的 ， 因 
its 在 3 一 oo MARAE He. HORA 
+75» 


引进 内 灾 量 并 进行 展开 ， 得 到 


€ 1 十 上 


了 /i C5) 
S(2 — eS) 


~ | 3 s- 
pp asli tet | erpa 
+Žen sS 
4 1 二 25 . 
Pgs = 23) 
° 32(1 +257 + ] (4.46) 
也 可 以 得 出 这 一 结论 ， 我 们 着 到 ， 在 3 一 oo HHAHAM 
-内 展开 的 第 五 项 开始 。 这 和 圳 发 散 性 是 无 关 紧 要 的 ， 因 为 庶 不 


会 把 内 晨 开 应 用 于 如 此 远 的 距离 处 。 


一 -一 3 
VES 1 二 <] 


CPF 人才 5 
Mel 奖 轿 柱 依 次 的 内 展开 式 。 
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ERISA AMAT eA, ROR BK 
F 4.775) RA, RLSRMRRA AN MSE. (at 
PRE, DRADER ATH RT ee RAR 
项 。 FR if. LT ER PA RE TOR PS ER Be a EA 
根源 是 很 有 意义 的 ， 

AT fai ie ROKS BR I ROR, ATE 
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到 任何 形状 的 尖 头 槛 型 是 显 后 易 可 的 。 将 原点 移 到 前 缘 外 
(图 4.6), FRAY AT AY 


y= ts8(2s —#) (4.47a) 
来 描述 ， 4.747 RR, MERA (4.24), EBRI :一 
Oe") RAAB. FA. SA SE et 
o Se sel, Y = ye (4.48) 
AAS eR RIA, Bay 
Y = tels — es) (4.47b) 
来 描述 ， 当 s ATEH, AOL s 的 任意 次 轿 更 快 地 趋 于 
$. 因此 ， 圆 形 前 旭 仅 在 二 阶 精 度 范 围 内 可 将 它 局 部 地 看 作 
是 搞 物 往 形 的 ,而 从 前 缘 可 用 模 来 近似 它 。 并 准确 到 任意 阶 精 
确 度 ( 图 4.11)， 其 顶 角 很 小 并 址 近 于 零 . 我 们 研究 的 翼 型 可 
用 
Y~ +285 (e€>0,5—=0(1)) (4.470) 


图 4.11 LARA. 


PBNARBAAT ROM iS, FRE 
远 处 有 尽 可 能 弱 的 奇 性 。 如 图 4.12 所 示 。 PLA ARE 
BIS SDE FF HERS BS OR A OR SIN A, E EATA R 
坐标 中 的 分 离 变 量 法 得 到 ， 这 种 方法 可 以 推广 到 三 维 问题 中 
去 ， 所 以 ,表面 速度 的 内 解 为 


来 近似 ， 
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f g~ TiStan Fen tan? 5} (e => 0, S= 0(1) 
(4.49) 
这 里 同 圆 头 情况 不 同 , EA ES LAK, 
当 S-o, BREER, 所 以 D 不 能 解释 为 筹 价 来 流速 度 ， 
而 只 能 理解 为 一 1 RRR. 至 于 留 头 情况 ,可 以 将 
它 同 薄 去 理论 的 外 展开 进行 匹 本 来 确定 U 


t z [ze tart se] Fr 


* Y 
— pen __ ea 
PE 
et IA 
mn AE 
a -i —— $ 


图 4.12 ADRAD RAN. 


为 了 进行 匹配 ,我 们 需要 内 解 (4.49) 的 外 展开 。 这 就 去 
RRM hoes RRR AER AeA. AH 
FEM: 

$ = exp( log st} = exple logs) = 1 + slogs 
+ > alogxr + +++ (4.50) 


可 达到 这 一 具 的 , 它 关 于 小 s 不 是 一 致 有效 的 。 当 slogs 一 
O(1) 处 ,上 式 不 成立 ,所 以 = Ofe 这 个 结果 解释 了 
在 尖 头 簿 加 展开 式 中 产生 对 数 疝 性 的 奥秘 ， 

在 匹配 两 个 展开 式 时 ,我 们 不 必 象 图 头 屠 型 那样 ,从 某 阶 
近 估 到 下 一 阶 近似 地 来 进行 计算 ， 可 以 一 步 就 得 到 所 需 的 任 
意 阶 近似 ， 现 在 来 研究 二 阶 近 似 , 那么 ， 匹 配 原理 (4.35) 要 
应 用 于 ome 一 2 的 情况 ;得 出 

二 项 外 展开 : 


qal fi+2e(2+ (1 一 #) los =|} (4,514) 


78s 


Sa et: 


-Lfa 
s=v fit 2e [2 +e Us log =F] (4,51h) 
K 2 一 es 


对 小 = 进行 展开 ， 
=U [Ga -2) + 2 8(2 + logs — log2) + =] (4,510) 


二 项 内 展开 : 
=y | 一 2) + 2 (2 + tog S — log2} + | (4.514) 


月 写成 外 变量 : 
=0 [1+ 2e(a4 log £] (4.510) 
二 项 内 展开 : gD ten ae (4.52a)》 
写成 外 变量 : = Vetu y re 和 (4.52) 
关于 小 8 进行 展开 : 
= U [1 + 2 (toe: + 2) + | (4,52¢} 
二 项 外 展开 : 
= elt, [i + 26 logs + 2)) (4,32) 
BRASH: 
= Ai (= 2)+ 2 a tous + 2)) (4.520) 


为 了 得 到 (4.52) CAAA TER (4.50), 增加 的 最 后 一 步 
(451e) 或 (4.52e) 是 需要 的 ,因为 要 将 两 个 结果 进行 比较 时 ， 
必须 仅 以 外 变量 或 仅 以 内 变量 求 表达 . 令 (4.51e) 同 (4.52dy 
想 等 ;得 译 ( 人 参看 注 4) 
U, = OU [r+ 2e(2 一 iog2 — 2) + …| 
(4.53) 
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这 就 得 到 了 内 展开 (4.49) 的 二 阶 近 似 。 利用 式 (4.24), He 
m= n = 3 时 进行 匹配 , 便 可 得 到 式 (4.53) 的 下 面 一 项 . 


412 辆 头 圈 型 的 平 称 修 正法 


我 们 再 来 研究 圆 闫 的 更 异 竹 ,并 阐述 另 一 种 修正 的 方法 . 
它 可 以 用 来 引进 处 理 栖 异 报 动 问 题 的 第 二 种 一 般 方法 ， 关 种 
方法 将 在 第 六 章 加 以 详细 研究 。 

沙 虑 最 简单 的 圆 头 形状 一 一 扫 物 柱 。 我 们 必须 著 察 整个 
速度 场 ， 因 为 表面 速度 因 边 界 条 件 的 转移 发 生 了 暗 变 。 对 于 


头 部 半径 为 E 的 抛物 柱 y 一 te 2s, AVR TMB 
复 速度 式 (4.12) 得 到 它 的 一 阶 复 速度 
bo, — if, = 1 — Hh + Of), smrtiy (454) 
f2 


a 


E CEM BR SR AE Fe RA SS SO 
Hi oR 


1 (4.55) 
NE (« 一 > e) 


MLR, ERREFE > a， 一 阶 和 近似 (4.54) 就 


是 精确 解 了 ， 这 种 方法 消除 了 顶点 处 的 平方 根 奇 点 ， 并 将 它 
置 手 拢 瑰 往 内 的 集 点 处 ,该 处 是 保 角 上 映射 的 过 点 . 由 此 可 岗 ， 
薄 翼 理论 给 出 了 霓 物 柱 准 确 的 源 分 布 ， 但 要 平移 其 闫 部 半径 
之 半 的 距离 ， 

这 个 值得 注意 的 性 质 对 任意 形状 的 圆 头 惨 型 必定 是 近似 
地 成 立 的 。 因此 ，Munk (1922) 主张 招 任何 材 型 的 前 缘 平 
移 头 部 半径 之 半 来 修正 举 标 。 对 于 有 限 贾 型 的 情况 ， 只 是 简 
单 地 进行 平移 显然 是 不 正确 的 ， 因 为 后 绿 还 没有 置 于 正确 


» 8G * 


的 位 置 。 对 于 图 4.2 RIE, 正如 无 数 更 复 订 的 问题 邢 样 ， 
把 x 坐标 均 名 地 收缩 显然 在 再 端 获得 了 所 项 的 位 称 。 为 了 保 
留 复 变 谓 数 论 方法 的 优点 ,我 们 将 单 变量 # m t iy 进行 变 
形 . 

Lighthill 《1949a) E T FARU HE EEE T: 

Ey LAR EEL — PEMA ERARE, (4.56) 

上 述 原 理 可 以 使 很 太一 类 奇 肛 骤 动 问题 成 为 一 致 有 北 的 . 我 
们 将 上 还原 理应 用 于 椭圆 柱 的 薄 咽 展开 式 来 加 以 说 明 。 由 于 
二 阶 近似 的 奇 性 已 经 不 比 一 阶 近似 更 强 ， 因 此 必须 研究 三 阶 
和 近似, 所以， HE e 量 阶 的 ,而 不 是 s BETA, 

ZEH — HT (4.12) 可 得 薄 惨 展开 起 为 


. 一 一 
PTET erent “vee 


1 fF x 


RMD, DRE: BH se T Hee 
FRE, LRA REA, e 
z == C+ galt) ese (4.58) 


式 中 的 变形 函数 o 是 待定 的 ,对 于 抛物 柱 它 等 于 一 +. 把 
TRAA (457), 再 展开 成 。 HOFER, BST 


b, — ip, = 1+ (s +e +e(1 (- Jee) 


1 “ES é + 2fz 
2° yp (二 — 1 


一 2 ow (4.59) 


WR 


» SL 二 


z(t) = 一 A cH + Oo me (4.60) 


MAE C= +1 (UK t= 0) 处 ， 第 三 项 的 盏 性 不 比 第 二 
项 更 强 ， - 

为 了 简单 想见, 考虑 上 述 各 种 可 能 性 的 第 一 种 情况 , 它 给 
出 了 已 经 建议 过 的 化 标的 均 名 收缩。 于 是 ,一 阶 解 就 成 为 
(4.614) 


bs iby = +e (1 — oy) 
其 中 
z= c= ier + (4.61b) 


有 昌 然 在 这 里 我 们 可 以 通过 消去 RABI, {AT 2 任 
何 一 种 别 的 移 择 都 不 能 做 到 这 一 点 。 通 常 ， 我 们 必须 满足 于 
HE T 为 参数 的 隐 式 表示 。 该 近似 在 一 阶 精 度 内 是 一 致 有 
效 的 ,可 以 将 它 局 靖 确 解 


pe 一 地 /一 1 十 j = -dJa (4.62) 
进行 比较 来 证 明 。 因 为 我 们 已 经 巧妙 地 处 理 了 解 ， 而 不 是 将 
学 标 变形 引进 原 沁 题 , 所 以 ， 上 述 方 法 实际 上 是 Lighthill 方 
法 的 一 种 改进 。 这 种 方法 是 Pritulo (1962》 提 出 来 的 (参看 
本题 6.4), 
将 上 述 方 法 应 用 于 一 般 的 辟 型 ， 便 Lighthill (1951) 得 
到 为 改进 圆 头 薄 辟 理论 的 医 则 《4,30b)。 然而 不 同 于 我 们 从 
BSH AMA, Lighthili 方 荡 对 于 活 冻 、 方 冻 ， 事 实 
上 ,对 于 和 任何 不 局 于 贺 头 形状 的 有 轻型 都 是 不 成 功 的 ， 


习 题 
4.0 流 函 数 形式 的 毒 油 理论 。 用 旋 函 数 而 不 用 速度 势 , EE 4.2, 4.3 


=。 82 。 


THA. ARADENN HUF EAE ARE 动 等 于 
=, 

4.2 ERHET. Ser Se PEAS et PR A (A 
4.9, RAPES EAI, IMD. meh TENEI eR 
面 速度 增加 一 项 [SHO + Or 的 因子 (车 如 说 ， 这 可 以 引进 抛物 坐 
RE, ys HRB CE + fy) 多 项 式 形式 解 的 办 法 来 加 以 证 阴 ). 4 
BEB WERERAS RADA ETHER RAILS. BOA 
ABE — Ee. 

4.3 园 方 式 喜 型 局 部 解 的 匹配 ， 引 进 适 人 台 于 图 4.7 Pee Se Be 
WAZE. 试 证 : ”内 解 为 绕 过 厚度 为 2 的 半 无 限 矩 形 极 的 流动 之 
解 。 在 板 的 两 人 出， 表面 速度 以 :为 套数 来 表达 (Milne~Thomsen, 1960， 
10,6 #9) 


4 =U; J, Hp wS = y? — t — cosh™tr 
将 它 同 外 解 C4.27) GRE AERA ERARO 


c =+ 一 loz (4/8), 


tat RTL 4.2 的 渐 近 序列 从 Flee 起 包含 对 数 项 。 
4.4 舌头 的 修正 法 则 ， 对 于 人 尖 头 忌 型 ， 试 提出 一 神 线 似 于 圆 头 玫 型 
的 Lightin EM] (4,306) EATER. 讨论 应 用 同样 方法 处 理 
ABS Be woe AMR. 
4.5 SCRA, Miloc-Thomson (1960, 6.51549) iw Ty 
FA A Be ST A RRA a ER. 试问 。 它 们 为 
RAO STN ATR. BSL BE? 在 图 4.6 的 坐标 系 
中 ,精确 的 表面 速度 为 ( 套 看 注 3, 注 4) 

4 = $ ewh conia 

E ms 1 + coh2yjn 


AH 
~- sinhy 
cashy — comm} 2 


出 上 式 得 出 内 外 解 ， 并 同 4.75 4.11 囊 的 结果 进行 比较 。 试 证 , BS 
. 3 u 


a= A cot™!g 
w 


(4,514) 向 (4.520) 相等 ,而 不 是 令 (451e) 间 《4.52d) 相等 ,处 能 
导出 式 《4.53)， 说 明 产 候 这 种 差别 的 原因 ,并 研究 其 合意 ， 

4.6 FRM. HIE: RA C4. 10) 节 那 样 逐步 地 进行 
还 配 ， 我 们 一 步 就 可 把 三 项 外 展开 (1.32) 疝 两 项 内 展开 (4,35) 相 区 
i, 

4.7 ERROREEN. AFER RAS Pe PE 
体 ， 试 提出 一 种 类 似 于 (4.30b) EM, AU eT Le 
ay se a BS AS. 将 该 法 则 应 用 于 把 图 4.2 绕 
* EAREPE RRR AUHESR IER, 由 铀 长 体 王 论 可 知 ， 其 表面 速度 为 《Yan 
Dyke, 1959) 


i E = | + Oatiog’s) 


将 它 间 精 病 结果 
T if Etf serchis 一 aft 一 ovl 一 Bz 一 stsech—'a) 


— é te x y a 


1—-' 


作 比 较 . 

HE eb BSR Sh eR PE, FE AT A 
1.6 SORES USSR, SKRE H ERA BEN 

z =i + afaa — 3x) log -2 — 3 + ue] 


SAT 一 和 


+ O(etlog’s) 
4.8 AMEN DRE, SEER = 4/782 的 不 
By Exp eR ERD. Shh, SABI Tok 54. 和 的 问题 ,但 相 
WBS ER. TERM ORR > AD SE ER TT OR LE 
BESHE 8° 阶 的 :而 不 是 e 阶 的 ,以 及 
ger + 4 e? log yess + Oe” log 8) 
H BUA Y A ESO RE DAB, 


对 于 = 阶 的 小 六 将 上 述 近 似 志 行 形式 展开 :从 而 得 到 细 长 你 解 * 井 
证 明 它 满足 细 长 林 理 论 的 近似 方程 Pe + 名 /7 =O. HERE BEAD Laplace 


s $4 6 


方程 进行 选 代 的 方 车 政 进 上 述 结 果 , 采 出 二 阶 细 长 体 解 为 


~ | slog -六 | 2 -Z | 
paa + 2° og dete + 3 afr) EE 


和 用 里 岗 分 析 ， 以 及 e 是 问题 中 唯一 的 特征 长 度 这 一 事实 来 确定 亩 数 
?的 形式 ， 这 样 ,除了 一 个 待定 的 常数 著 以 本 征 解 以 外 , 完成 方程 的 求 
解 过 程 。 可 把 本 征 解 解释 为 Laplace 方程 细 长 体形 式 的 特 Fs AA 
解 作 比较 便 可 确定 其 常数 [大 看 Chane (1961》 关 于 人 工大 数 作 月 的 
讨论 以 及 匹配 渐 近 展开 潜 的 应 用 ， 若 要 了 解 绕 抛物 面 的 亚 声 速 可 压缩 
tal wees Vana Dyke( 1958c)], 

4.9 BERR. ATEA, TERRA. 试 导出 相应 于 
(4.4), C45) 的 一 阶 ,二 阶 问题 。 其 中 Laplace 方程 (4.1a) M (2.198) 
A, CHIL. DURE ERB (Prandt]-Glauert EW) 把 第 一 个 问题 化 为 
SOR FRSA, 验证 ， 二 阶 方程 的 通用 的 特 解 ( 套 填 3.7 
A (Van Dyke, 1952) 


: ri M rii M > 
M (a + 4 m) $ 4 Imi yh] Pin 


对 于 波形 壁 y —esinz, GOB. H 
Cp = — 2E, — EL MOL, + Piy + 2p] + 
算出 表面 压 办 系数 并 验证 它 满足 惨 型 的 二 阶 相似 律 (Hayst，1955}; 
a6 M =Q Bf, Cy 一 scChifz) + 8Cr) + -+ 
HAR M>o 时 > 


E Cult) + 6 (7 4 DM + 401 — M*) Cyfr) boo 


= am - I MIF 


„5: 


BAR VORB RITE 


S1 历史 介绍 


前 面 一 童 ,我 们 引进 了 寻 理 奇 时 气动 问题 的 一 种 方法 .这 
种 方法 是 Prandtl 边界 层 理论 (1905) 的 推广 ， 过 去 叫 " 肉 外 
展开 法 “或 ”双重 渐 扩 展开 法 ”， 我 们 还 是 按照 Bretherton 
(1962) 的 恋 见 ， 称 它 为 瑟 配 浙 近 展开 法 ， 

作为 这 种 方 社 基 袖 的 思想 经 过 多 年 发 展 ， 已 经 成 熟 .五 
十 年 代 。Friedriechs (1953, p. 126; 1954, p. B-184) 和 他 
的 学 生 应 用 过 这 种 方法 ;在 加 州 理工 学 院 , 它 获得 了 系统 的 发 
展 , 并 被 应 用 到 烙 性 流动 的 研究 中 去 ;关于 边界 层 理 沦 ，Kap- 
lun (1954) 采用 了 形式 的 内 外 和 极限 过 程 及 其 相应 的 内 外 洗 开 
式 ; 以 后 ， 开 aplun， Lagerstrom (1957) 在 研究 小 Reynolds 
数 流 动 时 ,对 匹配 过 程 进行 了 深入 的 分 析 (也 可 参看 Lagerst- 
rom, 1957); 为 了 对 如 何 艇 决 小 Reynolds 数 平 区 流动 的 Sto- 
kes RATER AHT, Kapua (1957) 利用 了 这 些 
思想 。 Lagerstrom 和 Cole (1955) thee Tia, WHER 
圆柱 的 Navier-Stokes 方程 的 新 精确 解 来 评价 这 种 方法 ，Co- 
les (1957) FORME ALY As WA Se A 

Proudman 和 Pearson (1957) È Fix ao REIT HES 
小 Reynolds 数 下 绕 圆 球 和 圆柱 的 流动 、 首先 把 半 无 限 平板 
的 Blasius 边界 层 解 进行 正确 推广 的 是 Goldstein (1956, 
1960) 和 Imai (1957a)。 Ting (1959) 和 解 开 了 介 于 两 股 不 同 
速度 流体 间 的 粘性 前 切 层 之 这 (参看 注 16), 

在 这 个 发 展 时 期 以 后 ， 匹 配 新 近 展 升 鞭 被 应 用 到 各 种 流 
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体力 学 问题 中 去 。 早期 的 刘 用 大 多 是 针对 粘性 流动 。 豆浆 
Germain 和 Guiraud (1960, 1962), Chow 和 Ting (1961) 
A THRANE PY ey, Murray (1961) 和 Ting 
(1960) AEA T Fh oh AS eT TOER Bi ae a BR eA ak eh: 
边界 层 的 影响 、Chang (1961) [AAA Sc Be GB ot Ph RE NE 
BOAIST AY, Breach( 1961), Rubinow 和 Keller( 1961), Brether- 
ton (1962) 等 分 别 分 析 研 究 了 小 Reynold RE, BHR, B 
BBR RW aS ia 

这 个 方法 同 祥 可 以 成 功 地 解决 无 在 流 问 题 ， 前 章 举 了 不 
可 压缩 流动 和 的 例子 ; Cole 和 Messiter (1957) 研究 了 绕 细 长 
KAREN. 虽然 这 种 方法 在 苏联 使 用 得 不 那么 普遍 ， 
但 Bulakh (1961) 用 它 改 进 了 激流 院 近 的 线性 化 超声 速 锻 型 
流 及 其 高 阶 近 已 ;同样 地 ，Fraenkel 和 Watson (1964) 研究 
THIEME BRR”, RRR EET 
前 缘 的 情况 .Yakura (1962) 分 析 了 高 起 声速 流 中 ， 因 物体 
NPSL SAR, 

1960 年 以 后 , 这 种 方法 在 流体 力学 的 很 多 领域 及 应 用 力 
学 其 它 分 支 中 的 应 用 又 增 。 本 书 的 后 面 几 章 讨 论 了 某 些 新 近 
AMAT 


52 直接 展开 的 非 一 致 性 


在 详细 研究 匹配 渐 近 展开 法 以 前 ， 我 们 洲 探 讨 一 下 奇异 
摄 动 问题 究竟 是 怎样 发 生 的 ， 这 是 不 无 益处 的 .产生 非 一 至 
性 的 根源 是 什么 ? 对 于 某 一 给 定 的 物理 问题 ， 我 们 能 否 预见 
它 会 导致 正则 摄 动 问题 ,还 是 奇 蜡 摄 动 问题 ? 

Prandtl 边界 层 理论 中 关于 产生 至 蜡 性 典型 的 “迹象 ”一 一 
一 个 小 参数 乘 以 微分 方程 的 最 高 阶 导 数 之 一 一 一 是 大 家 六 各 
悉 的 。 荐 采用 直接 报 动 法 ， 由 于 一 阶 近 侯 中 敢 以 小 参数 的 导 
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数 项 被 略 去 了 , 方程 就 降 阶 了 。 因 此 ,必须 放弃 一 个 或 若 于 不 
边界 条 件 ,在 规定 这 些 边 界 条 忻 之 处 ,近似 解 和 失效， 不 先 的 这 
界 条 人 性 同 退 化 的 方程 从 好 相 容 的 情况 是 例外 . 

我 们 采 考 察 作为 数学 模型 的 那些 线性 微分 方程 往往 是 有 
益 的 ， 这 些 数 学 模型 可 以 用 来 说 明 更 复杂 一 些 问题 的 主要 特 
性 ，Friedrichs (1942) 给 出 了 说 明 边 界 层 理论 中 失去 最 高 阶 
导数 项 的 简单 模型 


efi SE ma, Ko =o, FDI 一 1 GD 
dx? dt 


其 精确 解 为 
Kx3e) 一 (1 一 1 + ax (5.2) 


1 ee 
可 是 , 若 令 < 一 0， 微 分 方程 就 退化 成 一 阶 的 ， 除 非 a = 1, 
两 个 边界 条 忻 不 能 都 得 到 满足 、 精 确 解 表明 ,我 们 必须 放弃 

x 一 0 处 的 边界 条 件 . 这 时 , s 为 小 量 时 的 近似 解 为 
FErz e) ~ (1 — a) + ax (5.3) 
如 图 5.1 所 示 , 除 了 在 r= Ol) 的 边界 层 ” 内 ,这 是 一 

个 良好 的 近似 解 . $ 

Kae) = F(X;6), X= > (5.4) 


从 而 引进 一 个 适用 于 该 区 域 的 放 太 了 的 内 坐标， 原先 的 问题 
(5-1) 就 变 成 


£F AF, a = (4)-r 5.5 
zet Ix ae, F(O—d, F z (5.5) 


如 果 我 们 现在 令 一 0， 满 足 内 边界 条 件 的 微分 方程 的 解 是 
(1 一 ce *) 蒋 以 一 个 任意 常数 ， 硬性 规定 它 要 渍 足 外 边界 条 
件 ,得 出 该 常数 因子 应 为 1 。 但 是 ,精确 解 表明 上 述 结果 是 镭 
误 的 。 正 如 外 解 必须 放弃 肉 边 界 条 件 一 样 ， 内 解 必须 放弃 外 
边界 条 件 ， 而 改 成 用 匹配 项 理 《4.36) 使 内 解 必须 同 外 解 相 匹 


+ EB « 


eo 


本 的 条 件 。 这 样 ， 我 们 就 得 到 了 小 8 时 一 致 有 效 的 一 阶 近似 

W: 

a:e) 《1 — a) + arx, HE r> 0, $ e0 (5.62) 
zs Q =a — eT), lie X=, Se —0 


(5.6b) 
FE BY SH Ee Bh [A] w 
中 ， 只 是 在 多 数 情况 下 
会 出 现 丢 和 失 最 高 阶 导数 
项 的 “迹象 ”， 但 不 是非 
FER. ERNU se 
的 营 绵 理论 中 ， 非 一 致 
ERE RS AE, mi 
Fe I Po ES] i A, 


对 于 小 Reynolds 数 的 粘 os l 
性 流动 。Stoke 近似 广 图 5-1 PAINA. 
程 中 的 最 高 阶 导数 项 同 


样 也 都 被 保留 下 来 了 , 它 的 非 一 致 性 风流 场 是 无 限 的 有 头 .有 
一 个 标志 非 一 致 性 的 更 为 可 售 的 准则 ,显然 是 十 分 有 用 的 . 


5.3 一 致 性 的 物理 判 所 


在 物理 问题 中 ， 可 以 在 量 纲 分 析 基 寅 上 得 到 出 现 奇 异性 
更 一 般 的 “迹象 .我们 已 经 看 到 ,特殊 的 边界 条 件 会 抑 正 固有 
的 非 一 至 性 ,所 以 ,只 能 给 出 判断 非 一 致 性 的 必要 条 件 ， 而 不 
是 充分 条 件 。 因 此 , 换 一 种 说 靶 ,我 们 提出 如 下 从 正面 检验 一 
致 性 的 法 则 : 

“REDER 。 不 是 两 个 长 度 或 两 个 时 间 的 比值 那么 其 摄 动 解 
RF BAY MGA RA RY.” 6.7) 

= B9. 


可 以 首先 考虑 参数 摄 动 来 理解 这 一 判 握 。 用 叫做 “ 主 参 
涯 长 度 ” 的 典型 的 大 尺 许 求 在 达 问 题 的 几何 特征 。 第 二 章 中 
那些 例子 的 主 参 考 长 度 是 圆柱 半径 。 第 四 章 中 薄 翼 的 主 参考 
KERK. KAKE B REH RER ARIEN E 
KERERE ERES EREA ERA N 
变量 。 仅 当 问题 中 还 有 一 个 副 参 考 长 度 , 且 当 eo it, E 
同 主 参考 长 度 的 比值 趋 于 堆 或 无 穷 时 ， 才 有 可 能 发 生 非 一 致 
H. 如果 选 得 适当 ,上 述 第 二 个 长 度 就 是 内 变量 的 基础 

绕 贺 头 薄 民 的 位 势 流 专 包 合 两 个 不 同 的 特征 长 度 、 这 是 
大 家 所 熟悉 的 问题 。 除 了 在 前 缘 附 近 ， 头 部 半径 经 主导 作用 
外 。 可 用 弦 长 来 表达 眉 型 的 几何 特征 。 因 为 这 了 两 个 长 度 的 比 
值 以 摩 度 比 的 平方 律 趋 于 零 , 根 据 我 们 的 法 则 (5.7)， 菏 翼 解 
可 能 有 奇 性 ， 在 第 四 章 ,我 们 看 到 ,这 种 可 能 性 成 了 现实 ， 纺 
长 和 头 部 半径 分 别 是 构成 外 变量 和 内 变量 的 基础 |， 

我 们 的 判 据 说明 。 一 个 华 标 摄 动 不 能 保证 其 余 坐 标 不 出 
现 非 一 致 性 。 AST NESTED, 
因为 该 两 个 长 度 之 比 汐 于 截 或 无 穷 ,它们 提供 了 内 ,外 展开 的 
RE. 

以 下 是 仅 包 含 一 个 特征 长 度 的 参数 摄 动 的 例子 ,因此 , 根 
据 我 们 的 判 握 ， 它 们 肯定 是 正则 的 。 稍 可 正 缩 六 体 绕 圆 柱 的 
流动 ， 其 唯一 的 特征 长 度 是 半径 ， 摄 动 参数 是 速度 比 或 能 重 
比 ， 而 不 是 长 度 比 (2.4 节 )。 位 势 流 中 略 有 畸变 的 图 柱 包含 
两 个 将 征 长 度 ,但 它们 是 相同 数量 级 的 , 当 -> 0 时 ,其 比值 
WP) ,而 不 是 趋 于 零 或 无 穷 (2.3 节 )， 

下 述 参数 据 动 问题 包含 两 个 不 何 的 长 度 。 因 此 确实 呈现 
了 奇异 性 (图 5.2)。 升 力 机 可 的 特征 长 度 是 芒 长 和 村 展 长 ,在 
Prandt 升力 线 理论 中 ， 它 们 的 比值 趋 于 空 (参看 9.2 节 ); 而 
在 纳 长 体 近似 中 ， 它 们 的 比值 趋 于 无 穷 ， 粘 性 流动 中 的 物体 
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处 仅 用 几何 长 庶 , 而 且 世 用 粘性 长 讼 v1U RRB CME, 
它们 的 比值 是 Reynolds 数 。 对 于 Stokes 流动 ，Reynolds Be 
BT SCANS) MEH eMC, ELERESE 
章 )。 上 述 这 个 例子 说 明 , 副 参考 长 度 不 一 定 总 是 几何 长 讼 ， 

以 下 是 需 异 坐标 摄 动 的 一 些 例子 (图 52)， 绕 锥 或 攀 ( 包 
括 平 板 ) 的 粘性 超声 速 度 动 可 以 在 离 项 点 比 粘 性 长 度 /U 大 
得 多 的 范围 处 近似 求解 ， 象 小 纯 头 效应 一 样 ， 可 以 用 特征 检 
弛 长 度 玉 处 理 有 气动 松弛 和 屁 学 反应 的 气体 流动 。 物体 在 
粘性 流体 中 的 宽 然 超 动 可 以 展开 为 时 间 的 震级 数 ， 该 时 间 是 
以 特征 长 度 和 特征 速度 之 比 为 参考 量 *， 远离 物体 处 的 粘性 
流动 可 以 展开 成 雇 监 型 的 尺度 为 矢 考 长 度 的 半径 角 次 卉 的 级 
R 


图 ;2z AaAT Ce KS Rae 


虽然 下 面 的 例子 中 有 两 个 不 同 的 长 度 ， 但 它们 仍然 是 正 
WARE. Ae, RARER ee tie 
势 流 动 是 厚度 参数 的 正则 摄 动 。 因为 在 式 《2.11) 中 摄 动 解 
间 基 本 解 的 比值 以 sr 的 量 阶 增加 ， 所 以 均匀 前 场 流 绕 圆柱 
的 流动 (2.2 T) 表面 上 夏 业 有 在 无 穷 远 处 会 出 现 非 一 致 性 的 
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“迹象 ”。 但 是 ,由 于 其 结果 是 精确 的 ， 所 以 也 是 一 致 有 将 的 。 
然而 ,任何 别 种 形式 的 剪 切 分 布 就 会 时 臻 非 一 致 性 (习题 2.4， 
5.7), 对 于 在 无 类 性 深 体 中 突然 起 动 的 请 形 ,远离 物体 处 流动 
的 展开 式 是 正则 的 。 如 果 用 刚好 以 位 势 流动 的 速度 移动 的 可 
POR MRR RR, KARL ED Prodi 边界 层 
的 非 一 致 性 也 会 消失 . 

一 个 问题 可 能 包含 与 多 重 极限 过 程 有关 的 两 个 以 上 的 不 
回 长 记 , 那 么 就 可 能 发 生 多 重 非 一 致 性 ， 要 是 分 为 三 屋 ,我 们 
可 以 称 它们 为 外 展开 ,中 展开 、 内 展开 。 在 大 Reynolds XF, 
大 或 小 Prandtl 数 的 粘 竹 流动 就 是 一 例 , 这 时 ,温度 边 界 层 可 
DIL RS RMS. 9.9 节 分 析 了 无 粘 流 的 例 
F. 

坐标 摄 动 有 时 可 以 用 参数 据 动 来 代 壳 。 恬 如 ， 远 离 钝 模 
头 部 (图 5.2) 的 展开 式 可 以 看 作 头 部 厚度 趋 于 零 时 ， 有 限 长 
BRIR (9.9 节 )。 在 锥 形 几 何 状 物体 中 ， 和 角度 起 了 长 度 的 作 
用 。 因 此 ， 藻 禄 动 参数 是 两 个 角度 之 出， 就 可 能 发 朱 非 一 臻 
性 。 扁 久 较 锥 的 直接 概 动 解 象 歼 翼 理 论 一 样 ， 显 然 在 前 缘 附 
近 失 将， 无 限 小 攻 角 的 阅 锥 在 其 表面 附近 田 现 Ferri RB 
(1950), 这 些 都 是 例子 . 


$4 合成 展开 和 内 展开 的 作用 


我 们 已 经 看 到 ， 奇 异 报 动 问题 的 特点 是 包含 两 个 不 同 的 
Ke, Ait URS SKE PERE BR EDS 
BEEHAKRENKRAARY. MESRRADERM 
易 见 的 长 讼 。 对 于 大 展 纺 比 薄 丑 来 说 是 技 长 ， 对 于 平头 机 桥 
KB AF Reynolds 数 流 动 及 说 是 粘性 长 度 ， 这 是 
很 明显 的 .然而 ,在 大 Reynolds 数 下 ， 它 是 粘性 长 度 和 几何 
长 度 豫 积 的 平方 根 。 对 贺 头 慎 型 来 说 ， 不 是 厚度 而 是 头 部 六 
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入 ， 它 正比 于 厚度 与 蓄 长 之 比 的 平方 。 WEEE (6.4 t) 
则 是 翼 型 的 平 淘 曲率 半径 ， 它 同 厚度 与 弦 长 之 比 的 平方 成 正 
Lk. WE Pa ne AA SE PT BK SE ZT 
ROM OL, IER RA hi. ie eee RE 
没有 直接 关系 。 JP Bb ie A ae m AEEA aR 
流动 的 涡 层 . 

直接 报 动 解 得 到 如 下 形式 的 渐 近 展开 式 : 

f(z, ps rje) ~ Dale hale, vs 2) 
x, yz Ei, «> 0 (5.8) 
AH Sale) 是 合适 的 渐 近 序列 ，z*，y。z 是 用 主人 参考 长 度 无 
量 纲 化 的 尝 标 。 只 要 函数 六 是 正则 的 ， 上述 展开 式 就 成 立 ; 
在 流 场 中 ， 现 象 由 副 参 考 长 度 和 而 不 是 由 主 参考 长 度 交 配 的 任 
何 地 方 , 上 述 展 开 式 就 有 奇人 性 。 为 了 使 展开 式 是 一 致 有 效 的 ， 
修正 的 展开 式 必 定 也 依赖 于 用 副 参 考 长 度 无 量 岗 化 的 党 标 ， 
因为 主 , 副 参 考 长 度 之 比 是 8 的 函数 ,这 也 就 等 于 说 是 依赖 于 
e 的 ， 于 是 ,一 致 有 将 的 展开 式 必 定 具 有 更 复 录 的 形式 : 
Flr, yaa; E) œ Dr(B) etx, Ys 258), 
es 一 0 时， 一致 有效 (5.9) 

现在 ， 因 为 狠 动 参数 e ARBRE Se) 中 ， 
BESHBR gr 中 ,这 就 不 是 普通 词义 上 的 河 近 展开 式 了 . 
我 们 称 它 为 合成 展开 ,Erdayi (1961) RRA SRG 
时 ,讨论 过 这 种 展开 式 ,并 称 它 为 “广义 浙 近 展开 ”用 合成 展 
开 讨 论 问 题 有 两 个 缺陷 ， 首 先 , 它 不 便于 运算 ,显然 象 令 eA 
次 者 相等 这 类 大 家 所 熟知 的 运算 得 重新 考虑 3 以 后 还 会 看 到 ， 
合成 展开 式 不 是 唯一 确定 的 。 其 次 。 它 不 必要 地 将 直 氢 展开 
和 非 一 致 性 区 的 复杂 性 纪 钴 在 一 起 了 《参看 10.3, 10.4 节 )， 

构造 一 个 在 其 邻 域 中 成 立 的 补充 的 内 展开 ， 把 同 非 一 致 
性 有 关 的 国难 分 离 出 来 ， 较 为 简单 。 可 以 引进 在 非 一 致 人 性 区 
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Bibs ! 的 内 坐标 来 达到 目的 ， 于 是 内 展开 的 形式 为 
T(z, Y, 238) ~ BAe) FX, Y, Z) 

(X,Y, Z He, 6—0) (5.10) 
我 们 总 用 天 写字 母 来 表示 内 变量 .这 于 ,允许 渐 近 序列 Ale) 
同 外 展开 的 渐 近 序列 8e) 不 一 样 ， 但 它们 往往 是 完全 相 
同 的 。 6.3 节 举 了 一 个 例子 。 这 个 例子 的 两 个 渐 近 序列 是 不 
相同 。 如 果 非 一 至 性 区 是 有 限 平面 上 一 点 的 贷 域 ， 内 坐标 
*，?y，s， 通 常用 副 参 考 长 度 无 量 岗 化 ; 如 果 象 边界 层 理 论 那 
样 , 非 一 致 性 发 生 在 一 条 绥 上 ， 那 么 只 需 改 变法 向 汰 标 即 可 ; 
如 有 娶 非 一 致 性 发 生 在 无 穷 远 处 ,活着 不 同 的 方向 ,坐标 常常 用 
e RR BET ae. AUR STIS eT, Be 
AO MTT Re BT LAI Te a A APE, 

RT AES, SHEA KRERY 1 的 因 变 量 ,从 而 
使 浙 近 序列 ôm MA, HAGE 1, 这 往往 是 有 用 的 准备 
TH., “Ri, BERNER EN BRE HB. E 
RA Kaplun (1954), Lagerstrom 和 Cole (1955) 的 办 法 ， 我 
们 作 如 下 定义 ,以 人 恒 使 这 种 方法 规范 化 : 

WER: 以 问题 中 主 参考 量 为 基础 的 自 变量 和 因 杰 量 ; 
外 极限 ， 外 变量 回 定 , 摄 动 参数 趋 于 私 时 的 极限 ; 

外 展开 ， 外 变量 固定 。 e -0 时 的 渐 近 展 开 . 在 原则 
上 ， 由 精确 解 对 适当 的 外 渐 近 序列 逐次 运用 外 和 级 限 过 程 
获得 . 

内 变量 :在 外 展开 的 非 一 致 性 区 ， 为 。 适 当 的 务 数 伸缩 
TH BEY 1 HABER ASE 

内 极限 ， 内 变量 回 定 ，s 一 0 时 的 极限 ; 

内 展开 ， 内 变量 面 定 ，。 一 0 时 的 渐 近 展开 ， 在 原则 
上 ， 它 可 以 贝 精确 解 对 适当 的 渐 近 序列 逐次 应 用 内 极限 
过 程 获 得 . 
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吉成 展开 : 任意 一 个 级 数 ,要 求 当 a 一 0 mt, BAe 
量 进 行 展 开 它 就 化 成 外 谋 开 , 用 内 变量 展开 时 , 它 就 化 成 

内 展开 . 

匹配 明 个 于 补 的 漆 近 展开 式 的 方法 ， 把 奇异 洱 动 问题 化 
成 尽 可 能 简单 的 基本 问题 。 要 是 发 现 求 解 第 一 个 内 问题 是 
“不 可 能 ”的 ,那么 可 以 认为 该 问题 本 身 不 本 好 处理 。 警 如 , 招 
SOBA RMSE BLA AD RRNA, NFR 
HRMS, BASS RET SA, ow 
TTA SEE IRE — FORA AY, da, FEA Reynolds BF, 
£35 RLRE ASD PE isi 2a US ae 8 A BSP RS PEE A e] 
题 , 而 该 问题 只 有 部 分 解 。 本 方 靶 的 优点 是 : 即使 在 这 些 “ 不 
可 能 ”的 情况 下 : 还 可 以 利用 数值 解 ， 黄 至 利用 实验 测量 结果 
作为 内 解 ， 因 此 ，Prandr ERFARE ERA AREA 
实验 数据 来 作为 9.2 节 中 将 要 看 到 的 内 解 . 


55 选择 内 变量 


RACE ELAS RATERS. RNS 
AE JLA ee 

Cz》 哪个 自 变 量 应 该 被 伸缩 ? 

Ce) 它们 应 怎样 被 伟 缩 ? 

Ce) 因 变 量 应 如 何 伸 缩 ? 
要 回答 第 一 个 问题 取决 于 对 问题 奇 晃 性 质 的 认识 ， 包 后 非 一 
致 性 区 的 位 置 和 形状 一 一 也 就 是 说 , 非 一 至 区 究竟 是 一 个 点 、. 
一 条 线 还 是 一 个 面 的 分 域 呢 ? 

若 能 计算 若干 项 外 乡 开 ,所 需 的 伸缩 程度 通常 很 明显 , 璧 
如 说 , E 4.4 节 中 本 圆柱 的 形式 性 经 解 在 离 前 缘 中 阶 距离 的 
范围 内 不 成 立 , 内 符 标 应 相应 地 才 大 .问题 中 的 副 参 考 长 魔 可 
以 作为 含 适 的 伸缩 尺度 ， 对 于 癌 题 物 理 上 的 了 解 可 以 说 阴 并 
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week A. 

MESS, FUL PSE eed AO RE. SOE. 内 
fey AZ ALA Oy ROAR) SERA; A AEB a A 
去 的 , 必 不 可 少 的 因素 包括 在 一 阶 近 似 中 ; 内 外 解 要 能 匹配 . 
举例 来 说 ， 考 虑 问题 (5.1)， 如 果 仅 试 路 自 变 量 的 任意 伸缩， 
我 们 假定 


Hx e) = F(X; €), X = afole) (5.11) 
问题 就 化 成 
PF | gle) dF Ps》 _ 
axis dx s 4s FO) = 05 


F (+) 一 上 (5,12) 
FORREST, MRT ae SPR Se, AUER AY oe BR YS 


TE 必须 保留 下 来。 这 就 是 说 ,因子 ols)/e FUL EF [aX 当 


8 一 0 时 必须 不 等 于 无 穷 大 。 如 果 mte)rfs STE, WEA 
界 条 忻 ( 庐 边 神 条 件 必 须 傈 留 ) 的 解 为 天葬 以 一 个 常数 ， 但 它 
不 能 局 外 解 (5.3) 相 匹 配 。 余下 的 可 能 性 就 是 ole) /e BE 
于 常数 .这 也 就 得 到 了 最 小 退化 的 微分 方程 ， 不 失 一 般 性 ,可 
到 该 常数 为 1。 于 是 得 出 了 以 前 的 结 困 《5.4) 7 (5.5). 这 
个 例子 不 需要 对 因 变 量 进行 候 缩 。 因 为 第 一 个 内 问题 是 放 次 
的 ， 但 一 般 说 来 :在 伸缩 每 个 自 变 量 时 , 必须 允许 伸缩 每 个 因 
变量 ， 
象 上 述 例 子 那样 ,内 变量 几乎 总 是 用 线性 伸缩 蕉 获得 ,有 
攻 儿 圆锥 的 油层 是 例外 (Munson，1965}。 这 一 点 可 用 下 述 
模型 来 加 以 说 明 : 
a» df gf 0, HI 一 1 (5.13) 
dx 


用 选 代 法 或 代 人 一 个 s BEER BS BIS Be Ob) Be 
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e 
1 -一 
(m += |) (5.144) 

~ I+ slogr t+ Oe) (m =1) {5.14b) 
对 于 m1 的 情况 ,上 述 解 在 x = 0 A APRESS RT e1 
的 情况 , 则 在 x = oo MMA aE. ER, A EAE 
PIR 


f(x;2)} 一 1 一 
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X = re imo (5.15) 
ALAS ers AAT 
ni daf — = 
X IX f=—0 (5.16) 
BRS r AE 
. _ E gri” 
(x38) = exp(— —2—) (EE, 
mI (5.178) 
= y, m=] (3.17b} 
来 证 实 这 一 点 ， 


对 于 一 1 的 特殊 情况 ,(5.14b) 表明 , 原点 附近 的 非 一 
致 性 区 犹如 指数 型 小 的 : * 一 Oe), 因此, 可 以 像 4.7 节 
尖 头 经 型 的 情况 一 样 ， 假 设 合适 的 内 变量 由 相应 的 线性 体 缩 
加 以 确定 : 


- X = ae (5.18) 
然而 ,这样 一 来 使 变换 后 的 微分 方程 
SÍ gt 

X aX sf = 0 (5.19) 


RERI, ADULT, 精确 解 (5.17b) 吉明， 由 


非 线 性 恋 换 
X = x3 (5.20) 
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确定 合适 的 内 举 标 。 它 将 微分 方程 变换 为 
xX 一 -一 了 一 有 {5.2L} 


看 来 ,如 采 在 猎 数 型 小 的 区 域 中 ,其 非 一 至 性 不 是 由 边 办 条 件 
神 是 虫 微分 方程 中 的 X a HU AOU SW, BORE 
ese se 


5.6 匹配 的 作用 


匹配 渐 近 晨 开 法 必定 要 放弃 一 些 边 界 条 件 。 不 能 要求 外 
展开 满足 内 区 的 边界 条 件 ; 吧 之 ,内 展开 一 般 也 不 满足 远 处 的 
边界 条 件 。 RRA (4.1049) 恰好 满足 上 游 边 界 条 
件 的 情况 是 例外 ， 人 尖 前 缘 避 型 的 内 解 就 不 是 如 此 (4.11 节 )。 
因此 ,无 论 是 内 展开 还 是 外 展开 ,一 艇 只 有 不 足 的 边界 条 件 可 
资 利 用 ， 献 少 的 连 界 条 件 则 御用 将 两 个 展开 式 进行 亚 配 的 方 
法 来 提供 。 

对 子 偏向 分 方程 ,应 用 最 小 奇 镍 原理 是 匹配 po Ai je (4.5 
节 )。 经验 证明 ,在 人 允许 的 解 中 ， 只 有 在 非 一 致 性 区 域 中 具有 
最 小 奇 性 的 解 才 能 同 补 充 的 展开 式 相 匹 配 ， 例如 ， 在 4.9 节 
我 们 夏 到 。 贺 头 薄 必 的 内 解 是 绕 密 切 抛物 面 的 对 称 流 动 . 图 
5.3 图 示 了 无 数 种 可 能 性 中 的 头 酚 种 情况 ， 然 而 ,除了 第 一 种 
情况 外 ,所 有 情况 都 得 出 在 无 穷 远 处 的 速度 是 无 穷 大 ， 因 此 ， 
不 能 辐 薄 惨 展开 式 相 匹 卫 (习题 4.2). 


图 .3 说 抛物 柱 不 同 的 对 称 流 动 ， 
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虽然 晤 小 奇 性 原理 往往 可 以 减少 可 能 性 的 数目 ， 但 总 不 
能 定 出 唯一 的 流 谱 。 例 如 , 对 于 圆 涉 回 型 ,上 述 原 理 排除 了 线 
性 近似 中 出 现 源 本 征 解 的 可 能 性 . 但 对 一 阶 近 似 则 不 然 . 这 
是 因为 源 本 征 解 必定 会 出 现在 仅 在 前 后 绿 队 近 同 顶 加 要 型 
略 有 不 同 的 光 清 到 型 的 二 阶 外 解 中 。 实 蒜 情 况 应 该 如 此 【图 


5.47，“ 


5.4 AKERS ARR, 

匹配 是 这 个 方法 的 主要 特 人 性。 匹配 的 可 能 狂 取 决 于 存在 
一 个 内 ,外 展开 式 沟 有 效 的 重大 区， 利用 这 种 重 权 性 ,我 们 可 
以 得 到 有 限 部 分 和 间 的 准确 的 关系 式 ， 这 仅 对 关于 华 标 非 一 
数 有 北 的 参数 据 动 问题 或 关于 其 它 谷 标 非 一 玛 有 效 的 谷 标 报 
” 动 问题 ， 可 以 有 显著 的 成 效 。 我们 不 能 匹配 两 个 不 同 的 参数 
摄 动 展 开 ， 例 如 不 能 匹配 大 、 小 Reynolds 数 的 展开 式 或 高 、 
1K Mach 数 的 展开 式 ， 我 们 也 不 能 匹配 两 个 不 同 的 堂 标 展 开 
式 ; 例 如 大 ,小 时 间或 距 高 的 展开 式 。 这 种 级 数 可 以 在 有 共同 
收 钱 区 这 个 曾 义 上 重 委 ， 而 解析 延 拓 过 程 仅仅 是 从 任 窒 多 有 
限 项 的 表达 式 来 获得 近似 关系 (参看 10.9 4). 

匹配 法 也 可 以 同 所 谓 数值 拼 按 法 patching) 进行 对 比 ， 
这 种 方法 是 用 硬性 规定 两 个 级 数 在 任 一 中 间 界 面 上 的 什 相 
等 ,或 着 干 阶 导数 得 相等 的 办 法 ,把 它们 连接 起 来 。 BR, 
结果 可 能 有 实用 价值 一 一 甚至 在 数 念 上 何 匹 配 法 的 结果 没有 
A 3 Sl 拼接 法 通常 并 不 简单 ,而 从 审美 观 上 也 是 不 能 
SAM RH. DA, EMRE, PRS AR 
fi. 我们 认为 ,只 要 在 可 雇用 还 配 法 来 代替 拼接 法 的 场合 ,应 
该 避免 合用 拼接 法 匹配 法 使 人 不 知 不 觉 地 拒 两 个 解 光 请 地 
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连接 起 来 了 . 


5.7 匹配 原理 


存在 重生 区 隐 含 着 这 样 的 结论 ， 外 展开 的 内 展开 应 该 在 
一 定 的 县 阶 范 围 内 同 内 展开 的 外 展开 相 一 致 《Lageretrom， 
1957)。 上 述 一 般 的 匹配 原 到 可 以 有 几 种 特定 的 表述 方式 . 文 
献 使 我 们 看 到 。 选 泽 什么 样 的 匹配 原理 多 少 取决 于 研究 人 员 
的 爱好 (参看 注 5)， 

Prandi 在 把 这 界 层 近似 解 则 无 糙 性 外 解 号 配 时 ,巧妙 地 
运用 了 所 亩 极限 号 本 原理 : 

COMB RAS a A BR Cg a PRD Sp RR (5.22) 

这 个 原始 的 法 则 是 各 正确 ,或 能 否 取得 成 功 ,不 仅 取决 于 问题 
的 性 质 。 也 取决 于 待 匹配 的 自 变 量 的 选择 。 这 个 法 则 对 边界 
层 的 切 向 速度 来 说 ,显然 是 成 立 的 。 当 自 变量 增 大 时 , 它 趋 于 
无 粘度 的 表面 速度 。 然 而 ,对 于 法 向 速度 和 流 函 数 来 说 ,上 述 
法 则 不 成 立 , 式 (5.22) 中 第 一 个 聚 次 极限 为 零 ， 而 第 二 个 际 
次 极限 为 元 穷 。 在 小 Reynolds 数 下 的 平面 流动 中 ,也 会 发 生 
同样 的 困难 (第 八 章 ). 

我 们 可 以 更 准确 地 描述 待 匹 配 变量 的 极限 福 访 来 改选 这 
个 简单 的 法 则 (参看 3.2, 3.3 节 ). 我 们 不 用 纯粹 的 极限 过 程 ， 
而 用 渐 近 表达 式 , 从 而 导出 下 述 号 配 原 理 : 

《外 表示 的 ) 内 表示 中 (内 表示 的 ) 外 表示 (5.23) 

这 里 ， 外 (内 表示 就 是 用 外 (内 ) 变 最 表达 的 浙 近 展开 式 中 第 
一 个 非 零 项 ， 当 极限 原理 (5.22) 仅 给 出 平凡 解 时 ， ER 
为 我 们 提供 了 匹配 条 件 、 辟 如 ,在 8.7 节 中 我 们 将 看 到 , 时 于 
小 Reynolds 数 下 的 平面 流 , 用 这 个 原理 就 够 了 . 

在 浙 近 展开 式 中 再 保留 几 项 ， 便 可 扫 这 个 原理 推广 到 高 
阶 近 似 。 我 们 必须 多 许 内 展开 和 外 展开 的 项 数 不 同 ， 天 为 疾 
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Fa (LO Dome He (5.9 节 ) 要 求 在 偶数 步 内 、 外 上 舌 并 式 的 项 数 
相差 一 项 ， 于 是 ， 我 们 就 得 到 了 第 四 章 引进 的 断 近 匹配 原理 
(参看 注 4): 
(2 项 外 展开 的 )m 项 内 展开 = ( 项 内 展开 的 》s 项 外 展开 
(5.24) 

Alm Me BARR. Sik, mw PRA OR a 
i, 

上 述 原 理 对 于 任何 一 个 能 应 用 匹配 渐 近 展开 法 取得 成 功 
的 间 题 来 说 , 君 来 是 足够 了 .本 书 通 篇 都 要 应 用 这 个 原理 。 担 
在 下 面 一 地 ,我 们 要 网 述 另 一 条 原理 , 它 可 以 便 我 们 对 重 登 区 
的 人 性质 有 一 个 更 深入 的 了 和 解 ， 


5.8 中间 亚 配 


在 薄 冉 理论 (第 四 章 ) 取 外 极限 的 过 程 中 ， 当 厚度 比 趋 于 
零 时 , 某 点 离开 前 缴 保 持 一 个 固定 的 拭 离 ;而 左 簿 圆 慰 型 取 内 
极限 的 过 程 中 , ABELL 。 律 减 小 。 这 两 个 极限 过 程 的 次 序 
可 以 互 换 ,这 并 不 是 显而易见 的 ,因为 内 外 区 间 存 在 着 一 个 间 
隙 .考虑 一 个 点 , 它 离 开头 部 的 距离 以 。 的 量 阶 减少 (图 5.5)。 
最 后 。 该 点 既 在 前 缘 的 邻 域 以 外 ， 又 不 在 外 解 有 效 的 区 域 之 
肉 。 这 就 可 以 明白 ,这 种 间隙 是 存在 的 ， 

为 了 填补 这 个 闻 际 ，Kaplun (1955) 引进 了 介 于 内 外 极 
限 癌 的 中 间 极限 连续 统 的 概念 。 虽 然 他 若 谍 了 非常 一 般 的 极 
限 过 程 , 为 了 说 明 问题 起 见 , 仅 研究 辐 小 参数 短 次 方 有 关 的 衣 
限 过 程 就 足够 了 ,车 * 是 外 变量 。 在 * 一 9 处 是 非 一 致 有 效 
的 。 我 们 引进 中 间 变 量 (参看 注 5) 


fet, Oca ca, (5.28) 


这 里 , 荐 9 = 0 得 到 外 极限 ，« 一 om SHARIR. Gla, #8 


a 101% 


BRIN & 一 2, 2% 5 国定 ,es -> 0 时 的 极限 叫 中 则 极限 
对 二 合 适 的 渐 近 序列 .重复 应 用 中 加 极限 过 程 , 便 可 得 到 中 间 


C > 
CC 了 


< 一 


图 5.5 PARR ERRER, 


对 于 微分 方程 和 边界 条 件 进 行 中 闻 极 限 过 程 ， 可 导出 中 
Veal] 虽然 我 们 已 经 引进 很 多 种 极限 过 程 ， 但 它们 仅 导 由 
JU RAT, MAPE., MER EHRE A 
中 间 间 题 , 它 往往 同 内 问题 完全 宰 同 。 攻 如 ,在 椭圆 届 型 的 方 
程 (4.33a) 中, 令 了 二 sje, 了 一 yje*， 当 8 一 0 时 得 

Fo~ tet? 2 (5.26) 
于 是 ， 中 闪 问 题 就 是 绕 头 部 半径 为 时 ”的 抛物 柱 的 对 称 流 
动 


中 间 问 题 的 解 电 中 间 解 。 它 辣 完整 解 之 差 在 到 中 间 极 限 
eS, HA, 由 式 (4.28) WT, MAREX 
面 速度 的 中 间 解 苍 


5 
q ~ O; Zoi L (5.27) 
了 十 — g 
7 2 
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APITA, PRR E E SR AS CP RR — E 
J 结构， 

里 然 内 外 极限 疝 的 疝 隐 已 出 中 间 解 来 填补 ， 但 重 秋 区 的 
存在 还 不 是 显而易见 的 ，Kaplun 延 拓 定 理 (extension theo- 
rem) 保证 了 这 一 点 。 该 定 记 理 说 ,内 外 航 限 的 有 效 范围 至 少 可 
也 刚刚 延 拓 色 中 洞 区 。 我 们 不 去 证 明 这 条 定理 ， 其 正确 性 在 
一 些 特例 中 蚌 很 明显 的 .。 这 样 ， 我 们 恒 在 一 端 将 中 交 展 开 同 
外 蛙 开 相 匹 配 ， 在 男 一 端 则 同 内 展开 相 匹 配 。 中间 展 开 常常 
同 内 展开 完 爹 相同 ，( 正 如 椭 圆 串 型 的 例子 那样 ) 或 省 作为 特 
例 被 包括 在 内 滔 开 和 中。 这 时 ,我 们 可 以 在 外 重 登 区 ,直接 将 内 
ob RFT SAAB EL N, 

DOME EER DC HH, Sh CARPAL) BI h Ae EB ch T- 
ABBR 5 TE, TEL, MaR N, 7 


k 
lim U U; [r 
swt, T RE r + > g= 


= lim [U — U; + oe] (5,28) 


来 将 中 间 解 (5.27) FSD RAD RC, U= U; 
a<2, [RESTS, A MBBRA 050 <2, 

我 们 称 上 述 法 则 在 高 阶 近似 中 的 推广 为 中 闻 匹 本 原理 : 

在 某 重 妥 区 ,外 《或 内 ) 展 开 同 中 间 展 并 之 差 的 中 间 展 开 , 必 

在 准确 到 适当 的 量 阶 的 意义 上 等 于 零 ， (5.29) 

BFS, 75 HE FR BE A9 ea AT Ae A A 
外 展开 中 ， 人 允许 有 源 本 征 解 《43a)。 两 个 展开 式 之 差 以 中 间 
变量 来 表达 为 


p=u I+ e+ 2G] 
287i — a 


+ 193» 


一 一 (5.30) 


EJ EA 


Be 8 
D~ UU +8) =U + CULE + £) 
看 


+ Olet, e) (5.31) 
若 U= U(l+ s), CG=0, Oe <1, BHe—Mwmxy 
ib, (GRE EAA e 二 阶 项 ) 上 式 等 季 堆 .前 两 个 结果 曾 
在 第 四 章 中 用 匹配 渐 近 法 得 到 过 ,第 三 分 结果 表 未 ,外 重 登 区 
已 经 缩小 为 原先 宽度 的 一 半 。 


5.9 DADE NR 


上 上 面 的 全 部 论述 都 认为 内 、 外 极限 是 完全 对 等 的 ， 因 而 ， 
两 个 术语 完全 可 以 豆 相 通用 。 不 过 , 阁 今 我 们 使 用 外 ,总 是 
指 直接 的 或 基本 的 近 侯 ， 我 们 仍然 沿用 这 个 习惯 。 更 确切 地 
说 ,我 们 这 样 来 规定 术语 ,使 一 阶 外 和 解 与 内 解 无 关 。 可 以 考 感 
每 个 解 发 生 一 阶 变化 , 因 另 一 个 解 是 否 受 到 影响 来 可 以 检验 . 
PUTER RO, HAE IME KERMA PA 
Ab, FAT FERS ne Be Don FT AE SK BN es HE SE 

一 般 说 来 ， 匹 配 必 须 按 图 5.6 HRS A Ke 
进行 。 基 本 解 支配 着 内 和解 ， 内 解 反 过 来 又 对 外 展开 以 次 要 的 
影响 , 如 此 等 等 .譬如 在 进 界 层 理论 正 问 题 中 ,上 述 烦 序 是 不 
能 违反 的 . 

有 时 可 以 “ 丝 路 ”这 个 正常 的 匹配 顺序 、 初 信 间 题 就 基 明 
BOAT. ZN ,所 有 的 边界 条 件 都 规定 在 外 区 ， 于 是 ,我 们 
就 可 以 如 图 5.6 虚 箭 头 所 示 ， 计 算 无 限 项 的 外 展开 然后 再 
间 内 展开 相 匹 配 来 完成 求解 过 程 。 在 流体 力学 的 反问 题 中 ， 
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名 以 发 生 这 种 情况 ,在 9.9 节 中 举 了 一 个 例子 . 

Py RE IT USB EREET BE ELS, DL 
没有 影响 更 微妙 的 情况 ， 内 展开 
4.7, 4.11 Fay RR 
是 一 例 . 另 一 方面 ,图 4.5 
ATEKA PAF | 
SH, BIED FAAR 
进行 匹配 以 前 。 只 能 计算 TS 
两 项 . | 

若 遵 循 着 上 述 标准 顺 
序 ， 亚 本 法 就 会 得 出 在 狐 
近 序 列 中 所 出 现 的 每 一 
项 ， 办 而 不 必 事 先进 行销 
BH. BEAU BREATH BRR FA (41) 用 内 变量 
来 表达 , 并 对 小 e 进行 展开 ,这 就 货 诉 我 们 ， 每 一 步 内 展开 的 
次 项 是 s 高 一 次 圭 量 阶 的 。 在 6.3 节 中 ,我 们 讨论 了 内 、 外 展 
FRB A MUL URS IT 


图 3.5 AJRI ARI AC IIE, 


510 合成 展开 的 构成 


用 内 外 展开 式 表 示 奇 异 摄 动 问题 的 解 时 ， 会 产生 这 样 一 
修理 手 的 实际 疝 题 , 即 从 什么 地 方 开始 ,出 一 个 展开 式 过 小 到 
另 一 个 展开 式 。 TRA AAS, 
RHERAAH A KETARA., TE, OMAR Yel, 
其 表面 速度 的 一 阶 内 处 解 模 本 不 相交 (图 5.7), 

幸而 两 个 展开 式 有 一 个 公共 的 适用 区 ,因此 ,容易 由 这 两 
个 展开 式 梅 造 一 个 单一 的 一 至 肥效 的 展开 了 式 ， 其 结果 必然 要 
比 梅 成 它 的 内 外 展开 式 都 要 复杂 。， 事实 上 上 ， 它 就 是 54 PR 
义 上 的 合成 展开 。 在 原则 上 ， 有 各 种 不 同 的 构 吐 方 苇 ， 因 为 
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合成 展开 不 是 唯一 的 ,其 结果 也 可 以 不 相同 ,但 它们 在 所 保留 
重 阶 的 精度 上 都 是 等 价 的 ， 


| Shae 
-7 Bae (5.36) 
oak, 
f Ae 


二 二 
- 


Cha 


图 5.7 #0 Re TB — Hr hE. 


在 实际 应 用 中 。 有 了 两 种 本 质 不 同 的 方法 ， 第 一 种 叫 如 法 
合成 ， 把 内 外 展开 式 的 和 再 袜 去 他 们 的 公有 部 分 以 免 重 复 计 
算 两 次 来 加 以 修正 。 有 了 时 ,公有 部 分 可 用 观察 法 确定 。 否 则 ， 
它 可 以 作为 外 展开 的 内 展开 ;或 内 展开 的 外 展开 算出 。 于 匙 ， 
车 用 了 明显 的 记号 来 表达 , 加 法 合成 法 则 为 

al + in) —_— (a) {m} 
fen = H 十 to — in (5.32) 
式 中 i? 表示 几 项 内 展开 等 等 。 上 式 两 边 取 亚 凑 内 展开 或 
s 项 外 展开 ， 可 以 证 明 上 述 法 则 ， 利 用 渐 近 亚 配 原理 《5.24) 
表明 ,在 上 内、 外 区 又 分 别 得 出 内 展开 和 外 展开 式 ， 
如 果 用 差 来 进行 构造 ,虽然 概念 略 有 不 喇 , 但 仍 得 出 相同 
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的 法 则 。 外 展开 式 可 以 加 上 作为 精确 解 同 外 展开 之 差 的 内 问 
题 的 解 使 它 成 为 一 致 有 效 ; 内 展开 也 可 用 周 样 的 方法 来 先行 
修正 。 这 条 法 则 用 符号 表达 如 下 : 
Am + Lf — PI 
fe Lf PP 
Jed MA DL a TE EAA Aw H HU (5.32) 是 等 价 
的 . 

ROM DRUK. IRR TEEN, BE 
TARE SHRILL RIT AR, RRA 
成 法 则 为 


in 一 1 (5.33) 


i wt oo, flat He = fih i 


at ee PI” 
ae Fal 
T TEPIP = LPI (5.34) 

可 以 看 出 ， 第 一 种 形式 是 在 4.8 p aA TARR N Ie 
正 因 于 的 方法 。 最 后 一 种 形式 显示 了 内 、 外 极限 过 程 国有 的 
对 称 性 ， 

因为 琴 个 量 的 比 全 接近 于 1 时 ,可 以 用 二 项 定理 展开 成 
和 式 ,这 样 就 把 加 法 与 乘法 合成 法 则 联系 起 来 了 。 一 般 说 来 ， 
应 用 加 法 合成 法 则 简单 些 ， 有 时 虽 冬 革 合 成 法 则 的 结果 往 单 
些 。 即 使 内 问题 没有 解析 解 ， 只 能 用 数值 计算 或 实验 方法 了 
解 解 的 性 质 ,这 两 种 合成 方法 都 能 使 用 (参看 注 6)， 

PRLS eH, HE LR A 
取 外 展开 (4.13) 两 项 , 取 内 展开 《4.46) 一 项 ， 用 加 法 合成 法 
则 (5.32) 人 恒 可 得 到 一 阶 一 致 有 效 的 振动 解 ; 


q 2s 
a ~ rts (5.35) 


AREAREN (5.34) 可 得 
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g 2s 
gy Cite) ae (5.36) 


FER Fe TT A WO KE Be I RE BE, Rs 一 
1 十 * 或 1 一 x*; RRRA T AR AG, BEA SIRE — 
致 有 效 解 (习题 5.3).。 ERMA ARAUA RTA BEE 
RAWS EF KEGEL T), 

合成 展开 至 少 与 构成 它 的 内 外 展开 式 有 和 相同 的 精确 度 ， 
所 以 ， 式 (5-35), (5.36) MRE, ERR JA k A t d 
OC) BR, AAR AM Ole) 数量 级 。 事实 
E, 加 法 合成 (5.35) 的 结果 在 驻 点 附近 的 误差 里 然 怡 好 是 
e 乘法 合成 5.36) WA, BEEN. WR 
FHP Db RE FT BG ART ORE RRP BA AOE IM 
te MD HE PR RB Se TA (5.36), RREH, HT 
巧合 ,实际 上 (5.36) 的 误差 处 处 都 不 超过 OC") 数量 级 , 图 
5.7 图 示 了 运用 合成 展开 后 所 得 到 的 改进 . 

3 a 

5-1 Friedrichs 模型 的 一 致 有效 近似 ， 试 从 解 【5 .全 用 两 种 不 同 的 方 
法 构成 合成 展开， 讨论 它们 的 差别 ， 并 局 精确 解 作 比 较 ， 考虑 高 阶 近 
似 的 情况 . 
5.2 双 廿 机 型 的 一 臻 有效 近 俱 。 RR Re RR 表面 
速度 的 近似 表达 式 , 该 式 除 在 因缘 处 外 * 在 一 阶 精 狂 度 范围 内 是 一致 有 
将 的 ， 
5.3 两 个 非 一 致 社区 的 合成 法 则 ， 试 提出 装 似 于 《5,32) M3489 
法 则 ,以 使 在 有 两 个 不 同 的 非 一 致 性 区 时 构造 合成 展开 式 OTER 
BE BE AR E). MA ROSE RTA E 
PREDANE E ATE BR 
5,4 外 展开 .中 展开 ,内 展开 。 试 证 : FARS 


oo 一 SELL + ejr + 28*)y*, (I) = 1-6 
«© 
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在 0 不 = 逐 1 内 的 报 动 解 要 有 三 个 匹配 展开 式 ， 相 灰 计 算 直 接 ( 外 ) 展 
开 式 的 两 项 ， 中 展开 的 两 项 以 及 内 展开 的 一 项 。 根据 前 一 个 展开 式 选 
择 新 的 放 太 了 的 变量 ,在 每 一 步 要 进行 匹配 . 

5.5 最 高 阶 导 数 不 千 于 零 的 模型 .对 于 方程 


(1 + oH s(t — eey? — (1 + ode + y? + 265°, 


xli) = 1 

斌 计算 需 级 数 形式 的 近似 解 三 项 。 推断 在 和 << 2 <1 RAPE 
区 的 位 置 和 大 小 。 计 算 内 展开 的 主 项 FRAME AR. 再 计算 第 
二 项 ;并 构造 一 歌 有 桨 的 二 阶 近 似 解 ， 
5.6 弹 策 上 轻 各 点 的 脉冲 运动 ， 一 个 既 的 质点 是 挂 在 午 量 忽略 不 计 
的 弹 党 上 ， 其 内 阻尼 与 速度 成 正比 。 用 和 儿子 一 击 给 这 质点 以 一 个 器 直 
HH !， 试 证 * 适 当地 选择 变量 ， 可 将 问题 化 为 

st ity =o, vO) = 0, afo) = 1 
并 说 阴 小 e PU ART eae? 计算 内 展开 See. 
“BEA AEE PRA oF + ”一 1。， 试 讨论 在 这 种 情况 于 * 上 述 
方法 的 重用 性 ， 
5.7 手 物 形 剪 切 流 中 的 圆柱 ， 引 进 远 离 圆柱 处 有 将 的 补 这 he IT OK 
完成 习题 2.4 的 求解 过 程 算 到 s ht. HA RA RARE CS 
Mt 3). 
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第 六 章 变形 坐标 法 


6.1 历史 介绍 

四 士 年 伐 末 。，Whitham 和 Lighthill 在 Manchester 大 学 
从事 研究 确定 超声 速 流 中 己 形 激 玻 位 置 的 问题 ，。 作 为 上 述 工 
作 的 成 果 ，Ligtthii【〈1949a)》 盖 明 了 消 珍 非 线 性 问题 摄 动 解 
的 非 一 至 有 效 性 的 一 般 方 法 。 随后， 这 个 方法 被 应 用 于 流体 
为 学 中 的 各 种 问题 ， 因 此 ， 它 是 不 同 于 中 配 浙 近 展开 读 的 另 
一 种 重要 方法 。 

Lighthill FATA BA: 线性 化 问题 解 可 能 具有 正 
确 的 形式 ,但 基 不 完全 在 它 原 来 的 位 置 上 ， 弥 补 的 方法 是 ,在 
WERE AREAS SEM SRA, EE 
上 坐标 稍稍 加 以 变形 ， 一 阶 近似 是 变形 后 变 芝 的 函数 ， 该 函数 
的 形式 辐 它 末 变 形 以 前 的 一 样 ， 这 祥 一 来 ， 一 阶 近 似 就 成 为 
一 孝 有 效 的 了 。 我 们 可 用 讽 样 的 方法 求 高 有 阶 近 似 。 举 标 变 形 
在 一 开始 时 是 未 知 的 ,必须 在 求解 过 程 中 逐 项 确定 ， 

可 以 用 4.12 节 中 引进 的 原理 确定 变形 , 即 

“高 阶 近 做 的 毒性 不 比 一 阶 近 做 的 奇 性 强 ”. (6.1) 

这 就 不 会 发 生 使 直 据 报 动 展开 在 非 一 致 有 效 区 内 类 效 的 右 害 
的 奇 晃 性 。 Lighthil 指出; 有 时 奇 此 的 徽 绚 增 加 实际 上 是 允 
许 的 (习题 6.1)， 然 而 ,采用 .上述 原理 最 简单. 

这 个 原理 不 能 唯一 地 确定 变形 。 但 这 种 非 唯一 狂 往 往 是 
有 利 的 。 因 为 因 变 量 和 有 自 变量 都 被 展开 了 ， 求 得 的 解 是 隐 范 


* 如 自 变 重 ， 一 一 译 者 
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数 形 式 ， 变 形 坐 标 作为 一 个 参数 出 现 ， 这 种 极 不 第 望 有 的 隐 
函数 形式 在 多 数 问题 中 是 不 可 避免 的 。 我 们 往往 只 要 求 一 致 
有 效 的 一 洽 近 似 , 这 时 考察 二 阶 方程 仅 用 来 确定 变形 ,但 不 必 
求解 

Poincaré (1892) 用 自 变量 类 似 的 变形 来 求 非 线性 常 微 
分 方程 的 罚 期 解 。 因 此 , REA (Tsin, 1956) 在 一 篇 综述 广 
章 中 称 它 为 “PLK HA”. 其 中 天 代表 郭 永 坏 (Kuo, 1953, 
1956)， 他 把 上 述 方法 应 用 于 粘性 流动 。 我 们 还 是 把 它 叫做 
Lighthill 方法 ,或 反 它 叫做 反映 其 主要 特性 的 变形 坐标 法 ， 

这 个 方法 用 于 处 理 双 曲 型 微分 方程 ， 尤 其 是 用 于 朝 一 个 
方向 传播 的 波动 问题 时 是 非常 成 功 的 ， 这 类 问题 同 为 担 出 这 
种 方法 所 研究 的 问题 是 属于 同一 种 类 型 的 。Lightbili (1949b) 
本 人 将 着 就 把 该 方法 应 用 于 研究 定常 起 声速 流 的 锥 形 激 波 . 
Whitham 把 它 应 用 于 以 定常 超声 速 飞行 的 轴 对 称 弹 体 籼 波形 
状 (1952) 和 星系 中 球面 激 波 传播 问题 (1953) 的 研究 ， Rao 
(1956), Legras (1951, 1953) 分 别处 理 了 声 爆 和 超声 速 导 
型 问题 

对 于 两 个 变量 的 双 曲 再 方程 , MACH (Lin, 1954) 将 上 
述 方 法 作 了 重要 推广 ， 这 时 ，Lighthill 的 变形 坐标 可 以 理解 
为 特征 之 一 ， 林 家 起 器 用 特征 参数 为 摄 动 理论 的 基础 ， 这 就 
相当 于 变形 两 族 特征 线 。 这样 就 可 以 处 至 蔓 两 个 方向 传播 的 
波动 问题 了 。 

由 于 Lighthal 方法 的 灵活 性 ， 它 代表 了 一 种 方法 的 哲 
理 ， 而 不 是 一 套 确 定 的 法 则 。 因 而 很 难说 这 种 方法 什么 时 候 
会 失效 。 尽管 Lighthill 处 理 了 4.12 节 阐述 的 不 可 压缩 图 头 
RAME (Lighthili 1951)， 但 该 方法 好 象 不 适用 于 性 夯 型 
方程 。 同 样 ,尽管 郭 永 怀 作 过 种 科 努 力 ,该 方法 似乎 也 不 适用 
于 抛物 型 方程 ， 对 于 这 类 方程 ， 它 其 至 还 会 导致 错误 的 结果 

"I> 


【Wue，1356，Levy，1959)， 所 以 ，ELighthil(i9617 以 后 在 一 
篇 同 原始 文章 有 相同 题目 的 经 述 文 章 中 提出 ， 他 的 方法 只 能 
ATR AR MRRoO DE. GAH 7) 

把 坐标 变形 法 则 匹配 渐 近 展开 法 作 一 比较 可 以 说 明 一 些 
问题， 前 者 对 内 变量 只 用 一 个 渐 近 展开 式 , 这 陇 是 一 个 缺点 。 
也 是 一 个 优点 。 由 于 这 个 外 芯 , 分 析 比 较 简 单 , 也 不 会 遇 到 内 
展开 第 一 项 不 能 求解 的 非 线性 问题 ， 另 一 方面， 同 由 内 展开 
所 湛 供 的 关于 非 一 至 有效 区 的 详细 描述 相 比 。 人 确定 坐标 变形 
所 用 的 原理 是 非常 租 粮 的 ,所 以 Lighrhiil 方法 不 能 取得 普遍 
BRDU EE AIO BAY. 


6.2 ”一 个 典型 的 常 微分 方程 

因为 我 们 致力 于 流体 力学 的 研究 ， 所 以 着 重 讨论 变形 坐 

标 法 在 像 微分 方程 中 的 应 用 。 不 过 这 个 方法 对 于 很 多 常 微分 
方程 也 有 用 。 事实 上 ，Lighthill BBWS ese 

(x 十 se 站 < t gi rx) (6.2) 


来 引进 这 个 方法 的 . Wasow (1955) 在 对 a. r 不 太 严 格 的 
隔 制 于 证 明了 收 敏 性 〈Lighthil (1961) 又 作 了 改进 )。 我 们 
EPEAT RR BO, He OP AN; 


Ci ia) 一? (6.3) 


以 参数 s HUET RERART AA PRAM, 


pale, —2)0 + 32) 
p] 2x 


ppl te pa xd 4... 


(6.4) 
该 级 数 收 伍 。 但 当 * 趋 于 零 时 ， 收 敏 半径 趋 于 零 ， 展 开 式 在 


*ilg-+ 


x 一 0 纤 近 是 非 一 歼 有 效 的 。 这 是 发 生 在 吏 蜡 摄 动 癌 题 中 大 
家 所 熟悉 的 情况 。 共 精确 解 为 


三 Kus x 
r= y(t a 一 六 (6.5) 
GHE x = 0 处 是 有 限 的 ， 完 整 的 方程 没 着 直线 x 一 一 sj (A 
6.1) 有 奇 性 。 倡 线性 化 将 厅 性 挪 到 x 一 0 处， ERE 
中 , 奇 性 不 但 没有 被 禾 正 ,反而 偏 高 实际 情况 被 增强 了 . 


图 6.i 方程 6.3) RAR, 


变形 上 坐标 法 通过 变形 * 坐标 ， 可 时 线 性 化 解 的 奇 性 移 到 
真实 位 置 上 去 .我 们 把 和 了 都 展开 成 的 麦 角 数 ,其 系数 是 
新 辅助 齿 标 * 的 函数 。 因为 变形 很 小 , * 展开 式 的 主 项 可 以 
取 * 本身。 因此 ,我 们 令 

ilre) ~ ACs) + efits) + es) +--+ 《6.6a) 
式 中 
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BA $b exis) + Boxrafzy + es (6.65) 
代 和 方程 46.3)， 并 使 BOTS) KR SB 
GAY = 1 (6. 7a) 


GRY = fleri — aa fh) = [eG 一 各 


— 4 fi] (6.7) 
SS. h 满足 边界 条 件 的 解 为 
AG) 一 一 一 一 (6.8) 
这 时 。 h 的 方程 变 成 
(hy 一 一 == + ay (6.9) 
其 解 为 
pls) 一 二 一 二 [= + HR] (6.10) 


WERN 只 要 求 -至 有 效 的 _- 阶 近似 ， 上 述 解 (6.10) EAH ~ 
要 的 。 直接 观察 h 的 方程 ,不 必 求 解 全 可 确定 变形 x. 

必须 根据 (6.1) 的 原理 来 选择 变形 , BORER f AO BAS 
Hef, 强 。 很 明显 ， 最 简单 的 办 法 是 让 户 方程 (6.9) 右 这 的 
非 齐 次 项 为 零 , 即 令 


1+2s + 24) 一 x (6.11) 
258 


Cates: SL aTRA « 的 任 昌 正则 加 数 玉 代 所 
如 何 进一步 选择 变形 是 悬而未决 的 ,这 是 本 方法 的 特点 . 
最 明显 的 选择 一 一 (1 + 2)/2 可 导出 一 至 有 效 的 一 阶 近 
m% 
fr; e) 一 Iig tee (6.12a) 


=» E E 


OB {6.12b) 


对 于 这 个 简单 的 问题 .参数 * 刚好 可 以 消去 ,并 得 出 一 阶 近似 
的 显 式 为 


. ~ x l+er _ * 
f(x32) (EY +2 +1-— (6.12c) 


另 一 种 办 法 是 令 规 定 边 界 条 件 的 * == 1h BS, EK 
可 能 是 方 僵 的 . Alb. RTH a = (3 — 1 — 2s) fds, 一 
RAR Beas 


f(x;38) ~ Es 《6.13a] 


了 .一 — - 
xz spe OlT (6.1 3b) 
2s 


在 上 述 情况 下 ， PEs IA PSY SEL AR a A (6.5), 所 以 
级 数 (6.13) 终止 了 。 

在 * 一 0 处 ,形式 的 展开 式 (6.4) 发 散 , 而 精确 解 式 16.5) 
或 式 (6.13) 的 结果 为 1(0; e) 一 (2/e+ 4)4, 选择 第 一 种 变 
形 所 得 的 结果 (6.12) 5) 103 e) ~ (2/8 + 1)4, 在 8 的 一 阶 
HARA, 它 同 精确 解 是 一 致 的 。 


63 同 匹 配 展开 法 比较 


自然 会 提 硬 这 样 的 问题 ， 变 形 坐 标 法 和 匹配 渐 近 展开 法 
的 相对 适用 性 和 优点 是 什么 ? 因而 。 我 们 要 求 由 上 述 例 子 的 
内 展开 , 它 是 在 非 一 臻 有效 区 中 外 展开 (6.4) 的 补充 。 

当 z 小 到 量 阶 时 ， 外 展开 不 或 立 。 因为 这 时 相继 两 
项 的 大 小 并 非 像 原来 所 假设 的 那样 是 逐渐 减 小 的 。 这 就 表明 
非 一 致 有 效 区 在 * 一 Olet) 处 ,外 展开 式 说 明 Bet 其 
阶 的 ， 因 此 ,我 们 引进 内 变量 和, 令 
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区 一 (6.14) 


et 
它们 在 非 一 致 性 区 内 是 一 的 数 县 级。 ASRASRRAK, 
方程 (6.3) 就 成 为 


aF 
XxX FF) 72 + F = st 6.15 
{ x g (6.15) 


由 #1 P-TA, REA RARE SS 
全 不 癌 的 例子 。 外 展开 式 【6.4) 是 8 ORR RO, TA 
展开 是 s 的 半 整 数 次 蹇 级 数 , 其 形式 如 下 ; 

f(x; e} ~ s TPL F(X) + ef F(X) + sFAXI+ °°] 


(6.16) 

RARBG AE (6.15), 得 
(X+ F)F + Fi = 0 (6.178) 
(X + FYFE + + FF = 1 (6.17b) 

依 此 类 推 ，F， 的 通 解 为 
F(X) =y X + 26, 一 % (6.18) 


WHR, WARE, CNA SR, FSM RIT 
相 匹 配 的 条 件 来 代替 . RIJE m = = 1 A E A 
理 (5.24), 按 第 四 章 的 格式 ,可 得 


一 项 外 展开 : /一 二 二 (6,198) 
用 内 变量 表示 : 一 工 + oo (6, 190) 
对 小 # 展开 : 一 a +1 (6.19¢) 
一 项 内 展开 : 一 TR = jt (6,194) 
一 项 内 展开 : tm tol BF 26, — XJ (6. 20a) 
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用 外 变量 表示， 一 三 [|V1 4205-3) (6.z0) 
对 小 e 展开; s% oe (6.200) 


Ci 


一 项 外 展开 : 一 对 (6,201) 


& (6.19d) E (620d) 相等 , 我们 得 到 C= 1, Alt, AL 
瑟 渐 近 展 开 靶 得 到 的 一 阶 解 是 


ETXE 一 0, + 固定 》 (6,21a) 


x 


9>) (Jrz 2 (á s= 0,5 aa] 


(6.21b) 
BY EAFA (5.10) WEARER — PN E ak eae A RT 
(AF 
JEY + 2241, 加 法 合成 (6.210), 
fire) ~ a 
x\? 2 x ` 
《1 + x) K +e 一 二 | Se AT ie 
(6.21d) 
Hy ASRS VO SARA Sh, 
在 本 例 中 ， 两 者 相 比 ， 看 来 变形 泽 标 靶 要 简单 得 和 多。 在 
6.8 节 中 ,我 们 要 进行 更 细致 的 比较 。 


6A 超声 速 洲 棱 理论 的 非 一 致 性 


绕 薄 愧 的 超声 速 流动 ， 是 证 明 坐 标 变 形 萃 十 分 有 效 的 入 
单 流动 问题 。Ackeret 的 经 典 线性 化 解 是 从 近似 方程 
Psy 一 Boy, = 0; B= M’?— 1 (6.22) 
出 发 的 , 式 中 是 扰动 速度 势 。 我 们 将 它 归 一 化 ,使 速度 向 量 
47+ 


Ag Ugrad(a + p). 虽然 Ackeret 解 在 物 面 上 及 其 附近 
是 合适 的 一 阶 近 似 , 但 在 远离 惨 型 处 , 访 近 似 解 不 看 立 .Acke- 
ret A, anA RAS Mach 传播 到 无 穷 远 处 且 不 误 
RR 56.2)， 但 实际 上 ，Mach 线 并 不 是 直 的 和 互相 平行 的 ， 
它们 会 形成 激流 并 逐渐 衰减 ， 


PG. 2 GPR. (a) ERER Cb) 非 线性 的 。 

在 远 处 的 这 种 非 一 臻 性， 比如 发 生 在 小 Reynolds BORE 
性 流动 的 Stokes 近似 中 的 非 一 致 柱 ( 第 八 章 ) 雪 晶 微 妙 些 ,对 
于 后 者 ,可 以 用 一 阶 近 伏 估计 运动 方程 中 被 略 去 项 的 太 小 ,说 
了 明 它 们 在 最 后 终于 超过 了 被 保留 的 项 ， 但 是 ,在 本 问题 中 , 非 
线性 项 实际 上 处 处 都 小 于 线性 项 ， 而 只 是 它们 的 总 贡献 起 主 
导 作 用 。 它 们 具有 Hayes (1954) 命名 的 所 亩 累积 效应 ， 也 
BREW, 2U-KRE RRR ARH. WIR 
一 点 ,有 必要 实际 计算 二 阶 近 似 、 即 从 Ackere 线性 解 出 发 ， 
用 逐步 近似 靶 求 解 非 线性 势 方程 (2.19]。 令 【2.19) 中 中 一 
z+ p, 并 将 左边 线性 项 归并 起 来 ,使 该 方程 化 成 下 述 适 当 的 
ÉR: 

Poy 一 Bipss == M’ [> (294 十 pe 十 pi Pse 


+ Pyy) + (2p, 十 (Pr) Pex + 2¢1 十 Pe) PrPey 
十 | (6.23) 


+ 了 


象 前 面 一 样 , 令 现 型 上 表面 用 y = eT le) KHOR 41), W 
么 ,用 先 代 (6.23) 的 方法 求 出 辟 型 上 部 沿 主 流 方 向 速度 分 其 
的 形式 的 一 阶 近 伺 为 【Van Dyke, 1952) 


和 


7 了 十 1 8 并 
74 ME ITT ororo] 


+ ol) (6.24) 
AP fs «— By. 在 物 面 上 ， 上 式 又 可 得 出 众所周知 的 
Busemann 二 阶 解 。 但 是 , 在 远离 对 型 处 ， 二 阶 项 不 比 一 阶 项 
小 一 一 这 是 选 代 过 程 中 所 依 定 的 一 一 因为 它 沿 着 任 一 米 流 
Mach 线 + 一 By 一 常数 ,二 阶 项 随 ? 线性 增长 ， 展开 式 显 
IRE y= OCe") 的 远 场 失效 。 
含有 ?的 项 正比 于 (7 十 1)。， 这 一 项 有 些 麻 烦 。 它 标志 
着 上 述 的 非 一 致 些 仅 沫 自 了 于 ”的 跨 声 速 " 项 (y 十 DM pees, 
这 是 微分 方程 (6.23) 右 边 非 线性 项 所 国有 的 。 如 时 变换 到 以 
后 要 引进 的 斜 坐 标 系 中 去 、 这 一 项 就 更 明显 些 《 参 看 Hayes, 
1954)。 所 有 其 它 非 线性 项 的 贡献 都 是 一 致 肥效 的 二 阶 项 . 虽 
然 伪 跨 声速 项 很 小 ， 但 它 具 有 一 阶 累积 效应 ， 因 此 ， 在 求 一 
致 有 效 的 一 阶 近似 解 时 , 秦 了 线性 项 外 ,必须 把 这 一 项 保留 下 
来 ， 如 3.8 节 和 4.2 节 所 述 ,准确 到 这 一 阶 的 相 切 条 住 可 以 规 
定 在 对 称 禹 上 ,这 样 一 来 ,一 阶 近似 问题 归结 为 


Pyy 一 Boys = (Y + 1M tp sp er (6.258) 
py(x, 0) = eT’ Èx) (6.25b) 
ple.) 0 【在 上 游 处 ) (6.25¢) 


事先 作 坐 标 变换 较为 方便 . 问题 中 有 两 个 不 同 的 方 笛 ; 
来 流 方 向 和 翼 型 上 下 来 流 的 外 行 Mach 线 方 向 (图 6.3), BE 
接近 于 第 一 个 方向 ,波谱 接近 于 第 二 个 方向 。 另 一 族 - Mach 
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线 员 起 次 要 作 甩 -如 果 我 们 呐 考 起 单 缆 上 表面 ,这 种 说 法 是 正 
确 的 ; 对 于 多 体 问题 ,两 族 Mach 线 都 非常 重要 ,它们 彼此 相 
交 , 形 成 苏格兰 方 格 昵 式 图 案 。 由 于 这 个 缘故 ,二 阶 解 《5.24) 
可 以 用 如 下 规范 化 的 虐 离 更 自然 地 表达 出 来 ; 
E æ x — By {6.26a}) 
n = By (6.26b) 
ETS BS MAAR ER, Ait, FERE Hay- 
es (1954) 的 方法 ,采用 这 种 “ 半 特 征 "坐标 系 。 如 果 存 在 两 族 
be ,我们 就 使 用 特征 坐标 系 x 一 By 和 + 十 BY. 下 节 , 我 们 
必须 用 上 面 提 到 的 Lin (1954) 推广 的 方法 来 代替 Lighthil 
方法 。 


图 56.3 aE ay eee. 


LEDS AR AK, FAV (6.25) 成 为 


y¥+i1 r 1 
Piy 十 2 “pi PPR = 3 Prg (6.272) 
gem — s+ yo 在 a 一 0 (6.275) 


线性 化 解 为 中 一 一 ETLE)1 DB， 履 ps 一 or 一 9 BREA 
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是 正确 的 韭 线 性 解 , 关 为 波 要 了 临 微 偏离 来 流 Mach 线 ,但 Ha- 
yoo 指出 ,这 里 出 现 的 项 me， ROMMEL EMP, 
真正 代表 了 二 阶 效应 。 因 此 ,它们 可 以 被 星 去 ,欲求 一 臻 有效 
一 价 近 似 的 问题 就 简化 成 


Pe, + 7 LM Pepe = 0 (6.28) 
pits, 0} = 一 me (6.28b) 
9 一 人 (上 游 ) (6.280) 


现在 我 们 率 好 能 得 到 了 一 个 关于 无 量 网 流向 扰动 速度 
w 的 适 定 问题 ，w 表达 式 为 
w= i = pe = pe (6.29) 


我 们 宁可 用 扰动 速度 来 进行 研究 ， 因 为 它 比 速度 势 m 具有 更 
明确 的 物理 意义 ， 下 面 ,我 们 略 去 x 的 上 标 ", 后， 最终 要 
解 的 问题 成 为 


“+ x + l m wus = 0 (6.30a) 
u(E, 0) = —e TW) (6.30b) 
4 一 0 (CEB (6.30e) 


6.5 用 变形 坐标 法 求 一 阶 近似 


我 们 把 变形 坐标 法 应 用 于 上 述 问 题 。 描述 Mach 线 的 坐 

标 吉 就 是 要 变形 的 坐标 。 这 一 点 在 数学 上 和 物理 上 都 是 显 而 
Big. 因此， 我 们 引进 稍微 变形 了 的 变量 * RASS, > 
w(E, nis} ~ emhs, 1) + Euas, t) Hee (6.31a) 

二 二 80 二 (6.31b) 
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导数 的 变换 由 下 式 得 到 : 
f] 


bp TU teisto gr? 
2 = (eë +) 2 + > (6.32a) 
bp Ueit oi 
page oe (6.32b) 


把 展开 式 (6.31) HAMM (6.30), FPS e MR &, 
得 到 


We = D, uis, 0) = 一 二 所， ti 一 (EI) 
(6.33a) 


ty = (Su —_* + ] a us) Hy (6.33b} 


GA, m 是 变形 坐标 AR, 它 同 线 狂 理论 中 未 变形 变量 
点 的 函数 有 让 同 的 形式 : 


ml) = — FS) (6.34) 


现在 按 (6.1) MRR SR a, 使 当 By 一 1 一 + 为 
JOS, m 的 奇 性 不 比 n RL BIKAR MMR 
还 是 使 m 的 方程 63b 的 右边 项 等 于 零 , 即 令 


7 十 1 MY 十 1 Mty 
Ex 2 Be z ge (9 (6.35) 
所 以 
ate, D =p TELM ire) (6.36) 


现在 取 任 意 务 数 A = 0, 从 而 使 在 > 一 0 轴 上 不 发 生变 形 
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就 够 了 .从 逢 续 性 条 件 可 各 ,一 阶 重 直 速度 也 是 “的 函 救 , 尼 
同 线 性 理论 中 的 除数 具有 相同 的 形式 ， 阿 到 原先 的 身 卡 多 
坐标 ,两 个 速度 分 始 的 一 致 有 效 的 一 阶 近 似 为 


an s TO L ty 
U 5 


=~ eT) tee’ (6.373) 
式 中 参数 PAA AA H: 
r= By w s = TEL ME TUO + (6 37>) 


RARR AEREA os = ARR Lm EEE 
了 的 Mach &, E a FABRE KRET R. A ST AA: 
外 行 特 征 组 族 的 斜率 为 《Van Dyke, 1952) 

Ba tà ZELMA...) (6.38) 


dx B 2 B! U 
积分 上 式 导 出 
By T+tlM Ae 
x ¥ 2 3 U y+ 常数 (6.39) 


它 相 应 于 式 《6.375), 常数 为 上 

因此 ,用 变形 耸 标 法 获得 的 解 导出 速度 分 暑 , 它 沼 着 修正 
的 Mech 线 为 常数 ， 并 且 在 丑 型 上 等 于 由 线性 理论 所 确定 的 
ff. 这 一 点 是 同 线性 理论 不 同 的 ， 根 据 线性 理论 ， 任 一 点 的 
速度 等 于 通过 该 点 的 来 流 Marh 线 始 端的 值 (图 6.4), 形式 
的 二 阶 理论 (6.247 试图 把 修正 的 Mach RARR Mach 线 
始 端 的 值 用 Taylor 展开 了 状 系 起 来 以 改进 估算 方法 。 当 ?一 
00 时 ,这 种 方法 当然 失效 ， 于是, 我们 可 以 看 到 ,用 变形 坐标 
法 得 到 的 一 臻 有效 一 阶 近 似 解 由 简单 波 《Prandti-Meyer 脱 
胀 遍 形 区 ) 构 成 ， 并 可 同 Friedrichs (1948) 在 此 基础 上 获得 
的 解 进 行 比较 ， 
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图 6.4 Mach #2 IE. 


Whitham (1952) 已 地上 过 物理 解释 作为 更 直观 地 时 出 
一 融 有 效 一 阶 近 似 解 的 基础 。 他 提出 了 一 个 基本 假设 “如 
困 注 场 中 近似 特征 线 为 准确 的 特征 线 所 代 竺 、 至 少 为 它 足够 
籼 确 的 近似 所 代替 。 线 性 理论 给 出 处 处 一 至 有效 的 一 阶 近 侯 
流动 ，" 式 (6.39) 实际 上 给 出 了 特征 线 足 够 良好 的 近似 。 于 
是 ，Whitham RIBLA (6.37), PAARL 
PRE BEA SH. Whitham 更 加 关心 把 这 个 方法 应 用 于 
族 成 体 ,其 结果 是 计算 声 爆 的 基 强 . 

变形 的 隐 函 数 狂 质 对 于 解 的 一 致 有 效 性 显然 是 必需 的 。 
但 在 非常 简单 的 情况 下 ， 可 以 道 转自 变量 向 的 依赖 关系 从 而 
得 到 显 式 解 。 辟 如 ,考虑 图 6.5 RRCA DE, 


TO=- Fs, x > 0. 


方程 (6.37b) 为 


y+ M’ 
* 一 By 一 :人 1 +e 7 wy) 【6.403) 


上 述 关 系 可 以 求 逆 ， 得 出 
:二 x— By 
ALE, ye w, (6.40b) 
Ba 
于 是 , 《6.37a) 便 可 确定 任 一 点 的 速 庆 分 量 为 
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> 


i 


人 
ETT a " 


入 6.3 RE OR. 


x By (6.41) 


EAH, BA A ae Hb Ba Ae AA RR Pe 
非 一 致 性 的 原因 .对 于 任意 给 定 的 Yo 解 可 以 展开 成 的 短 
级 数 , 但 其 结果 在 y= oo 处 不 是 一 致 有 效 的 . 


6.6 转角 和 激 波 处 的 修正 


可 能 发 生 这 样 的 情况 ， 滑 除了 基 报 动 可 题 明显 的 非 一 致 
性 后 , 另 一 些 困难 就 突出 了 ,必须 依次 加 已 解决 才能 获得 焉 正 
的 一 致 有 效 解 . 如 果 本 例 中 翼 型 上 有 转角 或 获 波 就 是 这 种 情 
Th. BPR RAT RIM EMAL aD, oT 
MRE si UAL, FRAT) SFY SE BOE OR fed BH ET E. 

上 述 结果 对 于 斜率 是 连续 和 绿 慢 变化 《7T”” 为 一 的 数量 
级 ) 的 同 壁 是 一 臻 有效 的 ， 但 是 ,在 转角 下 游 量 阶 距离 的 表 
面 上 (除了 转 仍 在 Y = 0 轴 上 的 情况 外 ?结果 未 成 立 ， 这 一 点 
在 物理 上 是 很 清楚 的 (图 6.6). 因为 解 中 所 选用 的 是 转角 前 
的 斜率 而 不 是 转角 后 的 斜率 .对 歼 他 这 大 到 在 要 型 摩 度 量 级 
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有 虐 离 上 ,斜率 变化 占 总 变 北 的 很 大 比例 (7Y” 为 ot 数量 级 ) 
的 任何 区 域内 ,上 述 论断 也 是 正确 的 ， 


— — li Y 


图 6-6 转角 语 的 失效 区 . 


产生 上 述 困难 的 军 因 是 :使 相 切 条 件 在 对 称 轴 上 而 不 是 
准确 地 在 物 休 表 面 上 得 到 油 足 ， 并 且 还 相应 地 使 举 标 变形 在 
SPS, 这 个 问题 可 以 直接 选择 式 (6.36) PHD E 
数 f(s) 来 加 议 解 决 ,所 选 的 f(s) 要 使 得 在 物体 表面 上 的 变 
EREA AKERA E, 一 x， 由 此 导出 


is) 一 工 二 w eT(s)T’(s}) — BT(s) (6.42) 


FH, EREHE Etita A ARELA 
将 的 解 为 《6.37a)。 并 用 
z — By = ; —eBT(s) 


— EL a [y—eT()]eT’'G) (6.43) 


POR (6.376), 上述 结果 虽然 比 Whitham (1952) 的 方程 (92) 
A (93) 简单 些 ,但 它们 是 等 价 的 . 

BRATS GERAR, EMER TER 
Bbh- KARR. ASH BELLS R, LAARREE 
确 的 。 但 对 于 曲率 有 间断 的 极限 情况 (图 5.7)， 把 特征 线 描 
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给 出来, STILE HE AH BEAT Prandd-Meyer MERA, 解 基 
不 确定 的 。 Sirik, W TLx) 一 一 cH), Ho Wow) E 
Heaviside 单位 阶梯 画 数 ， 它 给 出 了 图 6.7 Peo. HE 
代入 (6.37b)》 或 (6.43), 求解 5 到 6 的 一 阶 , 得 到 


+— By {x— By < 0} 
_ py 了 十 1 M' 
lt By a Be (6.44) 
_ Tt] M‘ 1 
(> By > 5 p? ey) 


然而 :在 0<x — By < [Cr + 1)/21(M*/B? ey 区 域内 是 
PRE, IR AA PLL Prandtl-Meyer AEK. 
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6.7 A-R EDRR. 

EREET A A E Bee HERA DR 
加 以 克服 ， 这 样 一 来 ,如 图 6.8 所 示 , 通过 每 点 的 修正 特征 线 
又 同 表面 上 具有 确定 斜率 的 点 相交 了 。 WRT Cee Ye) 
gh, s 显然 在 扁 形 区 内 处 处 近似 于 se Bik, TC) 在 扇形 
区 内 取 常 数值 Tix), 而 T 从 Tie) BRIT C+), 
ZEIGE AE A. (e, Y) TAT (6.43) ARB: ` 

z — By = x. — By, — 75> H ely 一 加 了 (6.45) 
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因此 


了 一 -一 (+ zD (x. 一 By.) (6.46) 
yY 3 
Tp BU) 
RRA (6.370), Se Ba yA BE op 
u U TELI Or) 


ELARARBAA RO. FIRRA, A (646) 的 值 介 于 
Tie 一 ) FO Tle, 二) 之 间 ， 


图 5.8 点 衣 的 光滑 化 . 


最 后 ,对 于 同 壁 ,修正 的 特征 线 和 无 聚 起 来 。 并 在 充分 远 的 
距离 处 { 上 四 角 立 即 发 生 ) ,它们 互相 重 迁 ， 所 以 解 不 是 唯一 的 ， 
ink, KEE 6.7 中 偏转 角 的 符号 就 会 使 扇形 区 中 每 一 点 
有 两 个 : 值 。 这 时 必须 引进 流 波 ,使 Mach REBAR 
为 激 波 所 截断 (图 6.9), 以 消除 这 种 多 值 纤 .在 一 阶 精度 范围 
Al WOR ERIE Mach 线 的 分 角 线 ,我 们 是 按 此 众所周知 的 原 
NISRA A BA. Whitham (1952) 根据 这 一 原则 精心 绘制 
了 轴 对 称 流 激 波 访 庶 的 结构 图 , 它 也 适用 于 二 维 流 动 ， 

对 于 科 单 的 物 形 ,可 以 推 煌 记 产生 的 流 谈 的 有 形状， 例如; 
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6.9 Ube ee ER 


h T° Gk on aS EC 6. 10) aR BR BRE PS a Ne R E 
ZEB ESD DEAE AN Bd RR Mach 2420 RB DO ER 
HOA. SHY ot, TER PR Be Peek, E 
RACHEMRBREREAY. Alt, BRB ROME y? 
的 规律 浙 近 地 增 六 。 


67 用 匹配 说 开 法 求 一 阶 近似 
另外 再 用 匹配 渐 近 展开 法 来 求解 式 (6.30) 是 有 音义 的 . 


RARENRR 
uls ni 8) ~ suk, n) + ee F, 人) +--+ (6.48) 


RT BE FE 7 PR 
Hg ee) — gê Y + i Mi qT (SYS) -+ eee 


(6.49) 

3 Fb 58 EH — BE (6.24) 的 近似 形式 .根据 我 们 在 5.9 节 所 

RAWH BE RE -RER EDEA OM, RRE 

为 外 展开 。 

当 a= Oe") 时 ,外 展开 失效 ,在 该 区 域 中 。 «是 8 量 

BAS. RRB S| ABS ARH 
"CEs q; EY ~ 6U,(, H) + ULE, H) ress, 
H = sy (6.50) 


rg? r 


BE G.L0 Be BR a. 
代 人 微分 方程 《6.30a) 导出 一 阶 近 似 
YY 十 1 M’ U, aU. _ 4 (6.51) 


这 是 一 个 非 线 性 篇 微分 方程 。 伍 用 交换 让 变量 和 央 变 量 的 方 
法 ,并 求 EWU, H) 形式 的 解 ,刚好 可 以 使 它 线性 化 ， 上 述 方 


程 化 为 
08 TY+1 My, (6.52) 


FBS 
EW, H) = sg(U) + 24 “= 1 UH (653a) 


同 外 解 《6.49) ere & 尽管 内 解 是 隐 式 
的 ,下 上 式 显然 可 以 得 出 
e(U,) = TA BU) (6.53b) 
Ap T 是 T eR SK. BER, 对 于 图 6.5 所 示 的 情形 ， 
T'e) 一 一 #， 所 以 TOC BU) = BU,， 然 后 ,对 (653a) 
求解 D， 导 出 以 前 用 变形 坐标 法 得 到 的 结 当 (5.4) 
LAE RARE BRL, 内 方程 (6.51) 就 
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基 完 整 的 方程 46.30a). 在 本 例 中 ,内 展开 没有 引进 任何 简化 ， 
因此 : 它 取 一 项 就 终止 了 . 


6.8 变形 坐标 法 的 适用 性 


我 们 用 同 匹 已 浙 近 展开 法 相 比 较 的 方法 来 着 重 说 明 变 形 
坐标 法 特有 的 优点 ， 在 上 述 两 个 重子 中 ,似乎 可 以 看 出 ,只 要 
变形 坐标 法 适用 ， 那 么 匹配 渐 近 展开 蒜 也 着 用。 可惜 反之 不 
然 ， 所 以 ,在 两 者 之 中 ,匹配 渐 近 展 开 法 更 可 靠 ， 或许 更 基本 
些 (参看 注 7). 

不 过 ,在 变形 坐标 法 适用 的 场合 ,往往 特别 简单 。 上述 例 
子 已 充分 说明 这 一 点 。 它们 证 明 Lighthill 方法 有 两 个 优点 : 
O 它 只 需求 解 直 接 (外 ) 诬 开 的 线性 报 动 方程 即 可 ; 

(i) 它 直接 给 出 单一 的 一 致 有 效 展开 式 . 

第 二 点 不 是 最 重要 的 ， 因 为 在 第 五 章 我 们 已 经 看 到 ,内 、 外 展 
开 式 可 以 方便 地 以 某 种 方法 构成 单一 的 一 致 有 效 的 合成 展开 
KR. 筋 一 方面 ,第 一 个 优点 往往 是 实质 性 的 ,因为 对 于 非 线性 
间 题 ,内 展开 主 项 的 方程 可 能 很 难 求解 ,其 至 不 能 求解 ， 在 上 
面 两 个 例子 中 ,第 一 个 内 问题 都 是 非 线 性 的 ,而 变形 坐标 法 仅 
同 线 性 方程 有 关 。 未必 详细 研究 非 一 致 性 区 就 能 达到 目的 。 
这 是 Lighthill HRA. 

然而 ， 由 于 同样 的 原因 ， 变 形 坐 标 法 不 总 是 能 取得 成 功 
的 。 更 糟 的 是 ,表面 上 看 来 是 成 功 的 ,实际 上 却 导 出 了 错误 的 
结果 . 因此， 关键 问题 是 : 究竟 在 什么 情况 下 应 用 变形 坐标 
法 才 是 可靠 的 吧 ? 自 前 还 不 能 提出 一 般 的 法 则 ， 只 能 给 出 一 
tum, 

PRERE: 对 于 因 小 参数 乘 以 最 高 阶 导数 产生 
奇 性 的 摄 动 问题 ， 变 形 坐 标 法 不 和 运用。 所 以。 Lighthill 方法 
不 能 处 理 Prandtl 边界 层 问题 。 正如 考 岂 5.2 节 的 数学 模型 
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会 看 到 的 那样 ， 这 样 做 通常 毫 无 结果 。 然 而 ， 在 某 些 特定 情 
BF, EE Sh EA, AE IRA. Levey (1959 
经 分 析 了 这 一 情况 ， 他 提出 了 一 个 数学 模型 来 说 明 主 要 困难 
所 在 . 

当 直 氨 展 开 的 一 阶 近 似 所 预言 的 奇 狂 确实 是 存在 的 ， 但 
只 是 发 生 在 略微 不 同 的 位 置 上 时 ,变形 坐标 六 会 取得 成 功 ;而 
当真 正 的 奇 性 是 不 和 同类 型 的 ,或 不 存在 村 ,这 个 方法 和 失效。 前 
考 似 乎 发 生 在 双 曲 型 方程 中 ;后 者 通常 发 生 在 桶 加 型 方程 中 . 
ARTE RDB aE RPI. E 
4.11 池 中 我 们 胜 到 ,实际 上 它 相 应 于 小 分 数 宕 的 情况 ， 因 此 ， 
用 变形 尝 标 法 失败 了 ， 而 用 匹配 朵 近 展开 法 可 以 成 功 ， 

不 可 压缩 访 动 中 的 圆 头 层 型 是 例外 。 因 为 蓄 辟 理论 的 平 
RAAB, FEN BTSs ee Bl AEA 
AME (4.12495). ik, Ligbthill (1951) 能 够 用 他 的 
FRRNALBAN-RAROM BMS aE). 人 
E, RARR SIRE. H AEE a 
或 其 它 头 都 形状 的 豆 型 时 都 失败 了 ， KARRA ARE 
一 种 例外 情形 。 而 上 述 所 有 这 些 问题 都 已 用 匹配 狐 近 展开 法 
Bae (Ven Dyke, 1954), 

这 -一 情况 追 合 Lighthill (1961) 提出 ; Lighthil 方法 只 
限 家 十 于 双 则 型 偏 微分 方程 。 这 是 对 于 一 种 非常 有 歼 方 东 的 
不 幸 的 限制 。 我 们 希望 通过 进一步 的 研究 。 不 仅 摘 请 观 有 的 
变形 尝 标 法 适用 的 条 忻 , 而 且 也 能 对 上 述 方法 进行 改进 ,使 我 
们 能 有 把 提 地 将 它 应 并 于 其 它 问题 ， 尤 其 是 回 祷 图 型 和 抛物 
型 偏 繁 分 方程 有 关 的 问题 ， 


习 题 
6.1 RAPAE, UE; 112 页 上 问题 (6.3) 的 一 致 育 效 新 近 解 可 
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私 用 变形 举 标 法 求 得 ， 如 果 变 形 原理 {6.1)? 的 条 件 斤 宽 了 , 它 只 杰 求 二 
METRE ih SA AL SE AR BE a, 
6-2 Carrier 问题 !1954). 将 变形 坐标 法 应 用 于 干 述 同 题 (参看 生 3): 


or 4 et Zp p—a, ta) 一 


TIE: Ra MATER a, ós e, d, g 后 ;一 致 有 效 的 一 阶 近 似 为 
fetit, XT BL dep pa, 

并 计算 Ho) ME. 

6.3 推迟 的 变形 ， 在 应 尾 变 形 举 标 法 于 问题 


ant a eft, f(1) =1 


时 ， 试 证 : 一 阶 变形 仅 由 三 阶 问题 来 确定 。 将 此 解 间 用 匹配 渐 近 展开 
鞭 得 到 的 结果 进行 比较 . 
6.4 Pritulo 方法 Pritulo (1962) 指出 ， 如 果 我 们 计算 了 直接 摄 动 
解 。 并 发 现 它 是 非 一 致 有 效 的 ， 那么 为 使 这 个 和解 成 为 一 致 有 有效 所 需 的 
坐标 变形 。 可 以 直接 由 此 解 代数 方程 ,而 不 基 解 微分 方程 来 求 出 。 将 
《6. 6b) RAR (6.4), 并 确定 准确 到 s* 阶 的 变形 来 说 明 这 个 方法 ( 参 


BIE 3). 
6.5 柱 面 波 的 传播 ， 研 究 非 线 性 方程 的 模型 : 
e+e +o mo, sr, 1) = of(x) 


对 于 小 & 和 y 之 1， 佛 定 直 按 展 开 的 非 一 致 性 区 域 ， 试 证 ; Aad 
标 法 得 到 了 精确 解 . 
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Bike 大 Reynolds 数 粘性 流动 


71 引言 

我 们 现在 来 研究 奇异 摄 动 问题 的 典型 例子 一 一 刻 物体 的 
大 Reynolds 数 烙 性 流动 。Prandd 边界 层 理 论 就 是 为 了 解决 
这 个 间 题 提出 来 的 。 过 了 一 些 时 间 以 后 人 们 才 意 识 到 ， 边 界 
层 理 论 给 出 了 大 Reynolds 数 浙 近 展开 式 的 主 项 。 但 是 ,为了 
诗 算 展 开 式 的 以 下 几 项 ,起 初 也 是 众说 纷 竹 , BR. 直到 
系统 地 应 用 了 匹 柄 汤 近 展开 法 以 后 ,问题 就 变 得 简单 明白 了 . 
AE, 我 们 要 运用 这 个 方法 说 明 ，Prandtl 理论 是 怎样 作为 第 
一 步 安 排 在 就 次 近似 法 中 的 。Lagerstrom 和 Cole (1955) ff 
计 , 当 Reynolds 数 减 小 到 10, 甚至 于 5 了 时 ， 二 阶 近 似 可 以 精 
确 地 计算 磨擦 阻 力 ， 这 就 说 明了 这 一 改进 的 实际 用 途 . 


图 7.1 KAENTHA. C) PERE. Cb) 无 限 死水 区 : 
fc) 有 限 尖 尾 流 (Bachelor, (1956)). 


STARRED, RMS RS ETE ii ia E 
MER AA E ma. 开始 分 析 时 ,我 们 需要 Reynolds 
涩 为 无 穷 大 的 基本 解 ， 当然 , 当 Reynolds 数 超过 一 定数 值 时 ， 
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实际 流动 将 变 成 非 定常 的 和 湛 流 状态 但 我 们 的 目的 是 求 中 
等 Reynolds 数 下 的 近似 解 ,所 以 这 是 无 头 紧 要 的 .可 殿 , 有 限 
物体 道 当 的 极限 解 是 未 知 的 ,这 时 很 可 能 机 发 生 分 离 现 过 .局 
如 ,图 7.1 表示 圆柱 线 流 无 粘 (Euler 方程 有 关 解 的 三 种 推测 ， 
还 存在 许多 列 的 可 能 姓 ， 因 为 尾 流 甚至 对 上 游 的 流动 也 会 产 
生 一 阶 影 响 , 所 以 要 到 这 个 重要 问题 解决 以 后 ,才能 处 理 有 分 
离 的 流动 。 这 就 是 说 ,物体 必须 是 半 无 限 的 ,有限 乎 板 以 及 成 
许 某 些 极 薄 的 菏 喜 则 是 例外 .要 进一步 探讨 这 些 问题 ， 请 参 
Æ Goldstein (1960) A945, (参看 注 8) 

由 于 转角 和 其 它 不 连续 性 会 带 来 极 大 的 因 难 ， 所 以 我 们 
宁可 把 注意 力 放 在 外 形 是 解析 函数 的 物体 上 .。 另 一 方面 ， 
Prandl 方程 只 对 某 些 币 似 流动 才 窜 易 求 解 , 其 中 大 部 分 是 相 
RFRA. BRIERE, OT RTE 
方程 化 成 常 微分 方程 ， 我 们 只 好 决定 应 付 由 尖 前 综 产 生 的 困 
a. 事实 上 ,我 们 挫 是 将 其 具体 应 用 于 有 限 或 半 无 限 平板 ,并 
指出 对 其它 形状 物体 的 解 应 作 的 修正 . 

我 们 假定 读者 熟 说 经 典 的 边界 层 理 论 的 基本 原理 ， 特 别 
Eag Prandtl (1935}, Goldstein (1938) 或 Rosenhead 
(1963) 给 出 的 平板 的 Prandt-Blasius 解 . 


图 7.: 下 久远 处 Blasius 解 适 压 的 物体 . 
“135。 


7.2 平板 解 的 各 种 解释 


平板 的 Blasius 解 在 边界 层 理论 中 起 着 各 种 各 样 的 作用 ， 
SE RN BRAS RAR LAA. 首先 , 它 适用 于 半 
FLERE. GX. ET A x 的 坐标 担 动 。 更 确切 地 说 。 由 
于 该 问题 只 含有 粘性 长 度 >/ 已 ， 它 代表 了 游 动 Reynolds BH 
Uxio 很 大 时 的 渐 近 解 ， 在 这 个 意义 上 上 ， 它 也 活用 于 圆 头 序 
板 , 甚至 适用 于 象 搜 物 柱 和 逐渐 增 厚 那 种 形状 的 物体 (图 7.2). 
其 次 Blastus 解 适用 于 尖 头 平板 (图 7.3), A, 说 来 也 
奇怪 , 它 是 小 x 的 坐标 报 动 ， 更 确切 地 说 , 它 是 小 r/L 的 渐 
近 解 ,其 中 工 是 特征 长 度 , 警 如 弹 首 面 的 初始 曲率 半径 。 可 再 
计算 x/L 震级 数 的 若 和 于 项 来 改进 近似 解 。 可 以 肯定 ,这 个 结 
黑 在 离 前 绿 中 等 距离 处 无 效 , 在 那里 x 一 0Cv/L)， 于 是 ,我 
们 晕 到 了 有 时 在 流体 力学 其 它 分 支 中 也 可 能 负 到 的 情况 
璧 如 ,高 超声 速 小 扰动 理论 中 的 罕 次 物 人 三 (Hayss 和 Probste- 
in, 1959, 2.6 节 ) 一 一 华 标 报 动 仅 在 小 (或 天 ) 距离 时 有 效 ， 
但 降 离 不 能 太 小 (或 志 大 )， 有 人 可 能 认为 ， 可 以 在 前 绿 只 近 
构造 第 三 展开 式 的 方法 来 消除 该 区 域 的 非 一 数 性 .但 极限 问 
题 显然 恰好 就 是 半 无 限 平 板 本 身 。 当然 ， 在 非常 接近 前 壤 处 
的 流 汤 由 3.9 节 所 述 Carrier 和 Lin 的 源 近 解 所 确定 ， 然 
而 ,这 不 是 第 五 章 意义 上 的 内 解 , 它 同 Basis 解 没 有 重生 区 ， 
所 以 不 能 同 它 相 匹配 【10-.9 4). 


E 


Ei 7.3 前 缘 附近 Blasius 证 着 用 的 物体 ， 


» (366 


第 三 ，Blasius 解 适 用 于 有 限 平 板 (图 7. 和， 这 时 , BRR 
参数 据 动 ， 它 是 以 板 长 为 参考 长 度 的 Reynolds RM ULI» 很 
大 时 的 渐 近 解 。 发 生 这 种 情况 的 原因 是 ， 有 限 和 半 无 限 平 极 
的 基本 无 粘 解 是 相同 的 ,还 因为 方程 是 扫 物 型 的 ,所 以 后 缘 下 
游 的 必 流 不 会 影响 平板 上 的 边界 层 。 当然 该 结果 是 非 一 致 有 
效 的 ,在 前 ` 后 缘 处 不 适用 。 在 前 缘 处 的 非 一 致 性 出 才 讨 论 过 
了 * 而 在 后 缘 处 的 非 一 致 性 可 能 还 要 复杂 些 。 


图 7.4 有 限 平 板 的 记号 . 
Blasius 解 的 这 三 种 不 同 解释 间 的 区 别 ， 在 高 防 近 似 中 显 
示 出 来 了 ， 我 们 现在 来 讨论 第 一 ` 三 种 观点 , 即 有 限 和 无 限 平 
板 的 情况 。 关 于 第 二 种 观点 ,请 参看 Van Dyke (1962b) 的 
XE, 


7.3 平板 解 的 外 展开 ;基本 元 粘 流动 


设 工 是 有 限 平 板 的 长 度 ， 或 半 无 限 平 板 的 任意 参考 长 度 
《譬如 说 ,从 前 绿 到 平板 上 划 红 线 处 的 距离 )， 对 于 后 一 情形 ， 
其 解 实际 上 必 与 工 无 关 ; 对 于 前 一 情形 , 解 只 是 在 一 阶 精度 上 
与 工 无 关 . 

将 所 有 长 度 都 以 工 为 参 著 长 度 ， 所 有 速度 以 品 为 参 沽 县 
来 引进 无 重 纲 变数 是 方便 的 .这 相当 于 选择 一 种 单位 制 ， 使 
Læ U ml (图 7.4)。 这 了 时 ， 在 笛 卡 儿 坐 标 系 中 ，Navier- 
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Stokes DHS TH SAH BR e BE (2.24), Ae 
为 以 工 为 特征 长 度 的 Reynolds 数 尺 的 倒数 米 代替 : 


Rave (7.1) 
r 


再 加 上 在 平板 上 速记 为 零 的 边界 条 件 和 均 色 来 流 条 件 ， 整 个 
问题 归结 为 


日 _ 日 Io) von 一 a 
(2 2-02 Ly) p= 2a) 
plr, 0) = 0 (7.25) 
b,x, 0) = 9 (0 axa le ARPI) (7.20) 
co ， 无 限 平 板 
ble, y) ~ ¥ (上 游 处 》 (7.2d) 


我 们 来 求 Reynolds $R ALAN, AMAA SIH. 
因为 司 题 中 的 报 动 参数 仅 以 118 的 形式 出 现 , A eee Ss 
HREF AE R RARO. $R, Prandi 理论 告 
诉 我 们 ,这 是 不 正确 的 ， 因 此 ,我 们 采用 更 可 靠 的 方法 ， 让 渐 
近 序 列 待定 ,并 假定 一 个 简单 的 (外 ) 展 开 式 为 如 下 形式 ， 

h(x, y3 R) ~ BRD y) + OCR }dale, y) + eee 
当 R>, x, y> 0, HERE (7.3) 
将 它 代 入 整个 问题 ; 当 Ro 时 取 极 限 , 对 上 游 条 件 (72d) 
我 们 得 到 


the, 9) ~ im |] eis) (7.4) 


这 星 出 现 的 极限 可 能 是 零 .无穷 或 有 限 。 如果 极 限 是 零 , 问 题 
是 齐 次 的 ， 甚 解 ( 若 是 唯一 的 ) 傣 是 由 一 0 FRR 
大 ,问题 就 没有 意义 。 因此, 仅 当 极 限 为 有 限时 ， 才 能 获得 有 
意义 的 结果 ，。 不 失 一 般 性 ,我 们 取 

6,(R) =1 (7.5) 
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这 时 ,一 阶 近 侯 方程 就 成 为 无 粘 流 的 方 答 
8 — a 了 = a 
(vi Bo 一 和 2) ve 0 (7.62) 


BERAD BEREAN, eH, 
烙 性 扩散 可 以 忽略 。(2.1) 节 给 出 了 一 个 首次 积分 
Wd, = 196d) (7.6b) 
这 就 是 说 , 涡 量 — Vp REBAR o., 因此, 它 
HARJAS. BRR RLM Be. 
在 这 个 问题 中 它 为 霉 : 正 如 只 要 来 六 是 无 旋 的 ， ERSTES 
样 。 因 此 ,关于 外 展开 的 首 项 ,问题 就 成 为 - 
We, = 0 . C778) 
&,(x,0} = 0 (7.7b) 
Alr, Y) ~y CEW) © 77c) 
KH, HBR ylx, O 一 人 BREAT, ACER 
现 不 了 的 ， 由 于 上 略 去 了 粘性 项 使 微分 方程 降低 了 一 阶 ， 因 此 
必须 放弃 一 个 边 模 条 性 。 在 简单 的 问题 中 ， 至 于 哪个 边界 笨 
件 该 放弃 这 可 以 从 数学 上 来 解决 ;这 里 ,我 们 必须 笃 经 验 和 和 园 
理 知 识 来 作 指 南 - 
这 个 问题 的 解 是 


hlr, Y} =Y (7.8) 
TE REMAWR ET DET, 4 Reynold 数 为 无 穷 时 , 平 
板 不 引起 任何 扰动 ， 其 它 尾 何平 面 物体 无 分 离 的 相应 解 就 基 
无 粘性 位 势 流动 ， 


7.4 内 展开 ;边界 层 方程 ;匹配 


丢失 高 阶 导 数 项 是 奇异 摄 动 问题 的 典型 特征 (5.2 节 ) . 
我 们 知道 ,基本 无 粘 解 在 物 面 附近 无 效 , 因 为 在 那里 必须 放弃 
无 滑 移 条 件 ， 所 以 , 非 一 致 性 的 区 域 是 一 条 线 的 领域 ,而 不 是 
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象 第 四 章 的 薄 必 问题 那样 ， 内 是 一 个 点 的 邻 域 ， 可 以 让 : 保 
皖 不 变 并 放大 法 向 坐标 y。 使 在 该 区 域 中 的 坐标 为 1 的 数量 
级 ， 

”prandtl $$ ps Bt ne. 并 用 同 简单 精确 解 相 比较 的 方法 得 
到 了 合适 的 放大 因子 ， 但 我 们 多 少 可 以 形式 地 来 进行 ， 假 定 
非 一 致 性 的 {边界 层 ) 区 域 宽度 是 AR) 量 阶 的 ,其 中 A 是 
某 个 序数 , 当 其 自 变 量 为 无 究 时 它 等 于 者。 这 时 ,适当 放大 了 
ATCA NEREP Y 一 /AL(R)、 其 中 伸缩 因子 1/4,(R) 
PEREI ETAJE, TRELA ES, MEELA 
Al, «= dy 必须 为 1 REE AEDEM LERE 
的 ， 所 以 


f= Oly) = OCA) 
这 就 是 说 ,中 必须 象 了 一样 该 大 一 个 相同 的 因子 
推广 到 部 阶 近 似 ; 我 们 假定 如 下 形式 的 内 展 谨 , 它 在 边界 
BAAR: 
d(x, ¥;R)~ ACRE (x, Y) + ALRI, Y) 
+ ACRI, Y) +: 


(3 R—-o,r, YHE) (7.92) 
其 中 
— ¥ 
Y = KRY (7.96) 


A, 是 渐 近 序列 , 它 使 T, 在 Y= OC) 的 边界 层 内 的 量 阶 
都 为 1。 我 们 把 上 述 这 个 展开 式 伐 人 Navier-Stokes 方程 
(7.22), RARA Ar, HORE PERE A 这 就 导 


8. — 2) x= [i la] 
(er Be Pu ay) 7 lim RAICR) Divyyy 
(7.10) 
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这 里 出 再 的 极限 仍 可 能 是 寒 、 无 穷 戌 有 限 。 前 丙种 可 能 性 会 
(ERR BRA RAIA ESAS, Alte 
(ace SB = Bh) RE AE a ee Je tk, RE ERAT ek i 
了 最 小 退化 项 理 { 参 看 55 节 )。 KER. RTT RR 


限 为 1, 得 到 


A(R) = RO, Y= Ry (7.11) 

RE FRI RBS ARMAS RARE R", 
内 展开 的 首 项 的 方程 现在 变 成 

ea a a — a 

(4, 一 Par g + ru) Piye 0 (7.12a) 


这 是 一 个 全 微分 , 它 可 以 写成 
a Civyy 十 Wyy 一 Pirar) = 0 (7.12b) 


进行 积分 就 得 到 一 个 三 阶 方程 
Bory 十 Paire — FP = fe) {7.12e) 

POAR ftx》 正比 于 无 粘 流 的 物 面 压力 梯度， 我 们 将 用 同 
基本 无 铬 流 匹配 的 方法 证 明 这 一 点 ， 由 无 粘 流 人 碑 定 ftx), 并 
提供 一 个 外 边界 条 件 ， 

取 如一 # 一 1， 我 们 来 系统 地 应 用 匹配 原理 (5.24), 在 
这 一 步 只 要 匹配 网 RET. A RM He, AA AS 
来 进行 匹配 。 + 的 物理 意义 是 切 向 速度 .。 运用 前面 的 结果 
(7.3), (7.5), C7.8), 《7.9) 《7.11), 对 任意 平面 物体 ， 我 们 可 
得 


一 项 外 刁 开 : 二 yy {7.13a) 
BAREH; = fuf ts Fz) (7.13b) 
对 大 下 展开 ; = fylt, 0) + gr 0) +o (7,13¢) 
一 项 内 展开 :; = fts 0) {7,134} 
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一 项 内 展开 ~ 于 r(x Y) (7 14a) 


记 为 外 变数 = Firle, y Ey) (7, 14b) 
WAR BI: | Fylt, co) + (7,140) 
一 项 外 展开 :一 要 iy(xy，co》 (7.148) 


这 里 ,我 们 利 月 了 函数 加 和 到 RER. 在 (7.13c) 中 ， 
利用 了 由 (xr; Dy 二 0 处 关于 y 是 解析 的 性 质 ; 在 (7.14c) 
H REY BTASH m 有 极限 ， 令 最 后 两 个 结果 相等 。 得 
出 了 所 需 的 匹配 条 件 : 
Piy(x, 0) 一 中 (xy o) (7.15a} 
BY UL IRE A RAR, WAR CY 一 co) 处 的 速 
头等 于 位 势 沫 的 速度 dol, 0) 的 条 性 。 部 果 我 们 匹配 下 本 
St ERM 
wilt, Y} ~ YdryCe, 0) + of Y) CY — 00 时 ) 
(7.15b) 
它 可 由 (7.150) ROME. RERE ER Y MDL 
FA BA PRM ER. 
FEY = 00 处 计算 边界 层 方程 (7.12c), Poa see ay 
来 确定 积分 函数 f(z), 结果 就 是 通常 的 Prandtl 边界 层 方程 
Piyyy 十 FiFi — Paysy 一 一 和 rz Oday (x, 0) 
C7,.16a} 
根据 Bernoulli HR, DRAETH OCR) Mme 
压力 梯度 。 实 味 上 。 上 述 方程 适用 于 任意 的 平面 物体 ， 其 中 
* 为 向 着 物 面 的 距离 , YARRA TMS Bea 
HRT WR RENIN ek. ARMA 
REM CREEKS, WR COR LHS. ENA 
w(x, 0) = Fols, 0) = 0 (7.16b) 
DRUG (7.15). RR AATRE BR BBE 
过 了 ,但 因为 了 一 名 AERA, PE Re BEA rl 


" 142 


KPA TR 

员 然 原先 的 Navier-Stokes 方程 (7.2a) RMB, E 
界 层 方 程 (7.16a) 是 扒 物 型 的 ，* 为 类 时 间 变 量 . 方程 类 型 
的 这 种 变化 (参看 311 节 ) 意 味 着 对 上 游 的 影响 被 抑止 了 . B 
此 ,平板 的 一 阶 边界 层 完 全 不 受 其 后 缘 及 尾 流 的 影响 . 


7.5 平板 边界 层 的 解 


平板 的 无 烙 解 式 (7.8) 不 存在 压力 梯度 ， 边 界 屋 问题 就 
成 为 


Piyyy 于 TT — yr = 0 {7.17a) 
T(r,0) 一 站 (7.17b} 
Fole, 0) = 0 (o<s<{*s 有 限 平板 ) 
co。 半 无 限 平 板 
7.17€) 
Wylr, o} = 1 (7.17d} 


有 限 平 板 上 .下 玫 面 的 边界 层 在 后 缘 处 汇合 在 一 起 ,并 作为 无 
SEM Bit FRC 7.5). Lew, WHR RIK 
然 有 效 ， 其 压力 梯度 仍 等 于 零 . 唯一 的 改变 是 用 对 称 性 条 件 
RELH HAt (7.17c)。 

Biyy(x, 0} = 0 (1 <x) (7.179 
(A. RNR BAS IER AXE RUA 


Me 


B75 ARERR Re. 
流 场 不 是 相似 的 . 
在 平板 上 存在 相 伏 解 ， 因 为 该 问题 具有 某 黎 群 的 性 质 
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(group propery)， 这 种 人 性质 可 义 抬 问题 化 为 党 微分 方程 ， 这 
Ape BIT] AP RSE k HOR, Mee E 

Wi ct, x —> cx, Y — cY (7.18) 
下 ,问题 (7.17) ERER Eh 这 时 ， 在 尺度 
变换 下 的 不 变性 是 物理 上 的 必要 人 性， 而 不 是 象 这 里 那样 是 一 
种 数学 事实 一 -这 就 惠 味 着 其 解 (若是 唯一 的 ) 不 能 个 别 好 癌 
ee, * 及 YY 有关， 而 是 同 它们 的 组 会 有 关 。 这 些 组 合 在 
bam PERE. 址 中 的 某 些 形式 为 


A x 
¥ ¥? 

下 一 | y 的 函数 (7.19) 

val We 


我 们 选择 后 者 。 fe Falkner-Skan 的 标准 记 话 (Schlichting 
1960, p. 143; Rosenhead, 1963, p. 222), 还 要 引进 一 个 2 的 
AT: 
gil, Y) =V aia), a= (7.20) 
WEF 
HADAR BE EH, L 不 再 出 现在 六 及 了 


中 。 这 是 向 如 下 的 事实 相 一 致 的 ， 对 于 半 无 限 平板 , 工 是 任 
意 的 ;对 于 有 限 平板 边界 层 , 卫 是 无 关 紧 村 的， 这 和 是 进 行 群 谈 


换 的 另 一 出 发 虑 。 
HA (7.20) RA LRR (7.17) 导出 
有 "十 下 下 一 0 (7.21a) 
AD = 0) 一 0 (7.21b) 
filo) 一 上 (7.21¢) 


这 基 Prandtl-Blasius 问题 ， 但 澈 有 里 期 文献 中 2 的 因子 。 它 
必须 用 数值 积分 。Blasius 原先 将 ~ 个 小 了? 的 级 数 解 同 天 3 的 
渐 近 解 拼接 ,但 Weyl (1942) 指出 ,这 征 不 可 和 将 的 。 因 为 第 
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一 个 级 数 只 有 中 等 大 小 的 收 敏 半径 第 二 个 级 数 可 能 根本 不 
Wk). RUE ho 一 0 RHR EAKA W, be imi 
1 一 5 或 10 处 ,这 就 更 有 把 担 ， 现 在 有 了 电子 计算 机 也 更 为 
简单 些 . 

这 是 一 个 两 点 边 值 问题 ， 它 通常 要 重复 地 猜测 产 (0) 的 
入, 使 解 满足 大 3 的 条 忻 (7,21c)。 但 是 对 于 这 个 间 题 ， 我 们 
可 和 莘 用 裔 的 男 一 个 群 的 性 夺 来 避免 这 种 复杂 性 。 像 分 方程 
(7.21a) 及 初始 条 件 《7.215 在 变换 


him ch, nin (7.22) 


下 是 不 变 的 。 因 此 , 我们 可 用 ACO) 一 1 代 埠 (7.21c) RR 
分 问题 (7.217， 然 后 选取 常数 。 使 解 满足 无 穷 远 处 的 条 件 
(Goldstein, 1938, p. 135; Resenhead, 1963, p. 223), 

”为 达到 我 们 的 目的 ， 数 值 解 的 主要 结 杂 包含 在 如 下 关于 
Ay 和 大 1 的 展开 式 中 ;1 


hl) = Fen? + O(a), a = 0.469600 (7.234) 


~n — pt exp, B = 1.21678 (7.23b) 
其 中 ,exp RER 1 CBR SERA, REE 
HAMPER IAB SRA, SERS n 的 任意 次 
Fe ER. RS BRA ALL, CRosenheed, 1963, p.216} 
或 用 某 种 数学 论证 的 方 试 【Stewarthon，1957; Chang, 1961) 
都 说 明 这 一 结论 对 所 有 边界 层 都 适用 . 下面 ,我 们 会 看 到 ,对 
于 一 些 不 能 自动 满足 这 一 机 求 的 情形 ， 必 须 规定 涡 量 以 指数 
律 衰减 的 条 忻 。 


7.6 Blasius 解 的 唯一 性 
从 数学 上 来 看 ， 问 题 (7.17) 的 上 述 这 个 解 不 是 唯一 的 ， 


«1456 


‘EAT Ae LARGE CR ,离散 集 含 中 的 人 尾 一 个 男 数 ,这 些 本 
征 解 的 每 一 个 都 满足 由 《7.17a) 导出 的 线性 禄 动 方程 也 及 零 
初始 条 性 C7.17b)，(?.17c)， 并 在 元 窍 远 外 以 指数 律 衰减 
CStewartson, 1957; Libby 和 Fox, 1963). 它们 的 形式 为 


wie, Y) = Cpt men (a) (7.242) 
其 中 C。 为 任意 常数 ,并 且 (Libby, 1965) 
lm 1, 1.887,2.814, 3.758, 4.704,.-. (7.24b) 
第 一 个 本 征 解 是 Blasivs 解 (7.20) RT = 的 导数 : 
gi? = Cx “LAG — afila) l (7.25) 


在 物理 上 , 它 表 示 坐 标 原点 实际 位 置 的 微小 不 定 痊 ; 同样 址 ， 
高 阶 本 征 解 表示 了 前 绿 附 近 流 场 的 另 一 些 不 定性 ， 但 不 每 第 
一 本 征 解 那样 有 如 此 简单 的 解释 。 Stewartson (1957) 讨论 了 
为 什么 在 边界 层 下 游 的 展开 式 中 会 引起 这 种 不 定性 ， 其 原因 
是 没有 规定 初始 条 性 (参看 3.10 节 ). 

在 这 一 步 ,我 们 可 借助 于 最 小 奇 性 原理 (4.5 节 ) 将 所 有 这 
些 本 征 解 合 理 地 排除 在 外 .， i, TROT ARLE 
适用 于 这 个 问题 对 我 们 更 有 启发 。 因 为 参考 长 度 工 及 与 此 相 
关 的 参数 好 是 人 为 地 选择 的 ， 所 以 无 量 鸯 变数 必须 以 Re 
Rx，Ry 的 形式 出 现 ， 这 样 才 能 使 结 黑 中 不 出 现 L Blasius 
解 量具 备 这 一 性 质 的 ， 仅 当 Cl R 量 阶 时 ,第 一 本 征 解 
(7.25) 才 具 备 这 种 性 质 . 这 就 是 说 ， 它 基 录 属于 三 阶 近似 而 
不 是 寻 属 于 一 阶 近似 的 【7.11 节 ); 同样 地 ，。 高 阶 本 征 解 录 属 
于 更 高 阶 的 近似 ,这 是 对 具有 人 工 参 数 问题 党 用 的 论证 方法 ; 
HERRAT ATAA Lagerstrom 和 Cole 【1955)， Chang 
(1961) BHE (4.8), 

上 述 论 证 不 适用 于 具有 真实 几何 长 度 工 的 钝 头 平 板 ， 对 
这 个 问题 ,在 一 阶 边界 层 的 渐 近 展开 式 中 ,所 有 本 征 解 确实 都 
镍 保留 下 来 了 。 因 为 出 现 奇 性 更 高 的 项 ， 所 以 最 小 奇 性 原理 
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AH BATHE Eh. Bin, PEE AR PCE Blasius 解 同 
第 一 本 征 解 他， 含有 一 项 ogs 阶 的 项 , ASE M AY E 
达 式 为 第 三 章 的 方程 (3,27)。 存 10.9 节 , 我 们 将 说 明 怎 样 用 
户头 部 的 展开 式 相连 接 或 同 数 值 解 相 拼 撑 的 方 靶 来 确定 常数 
Ci 的 。 


7.7 由 位 移 香 度 引 起 的 流动 


从 5.9 节 可 见 ， 对 于 边界 层 理 论 的 正 问题 ， 必 须 遵循 图 
5.6 所 示 的 正常 匹配 次 序 。 因 此 ， 我 们 接著 采 求 外 展开 (7,3) 
的 第 二 项 , 

同 过 界 层 解 相 匹配 ,可 以 同时 得 到 因子 aR 的 性 质 及 
EERE. 在 这 一 步 , 仅 匹配 内 是 不 够 的 上 与 此 同时 ,必须 
RAL PARR 几 ， 运 用 以 前 的 那些 结果 :我 们 得 到 


一 项 内 展开 p~l rl) (7 。26a) 
VR 
所 成 外 变数 : = Lz, (x>) (7.326b) 
VR af dx 
Stk R RIT. -yz VB(LE + exp) (7,260) 
二 项 外 展开 : =» 一 一 e, vw2x (7.26d) 
VR 
= © -L Je e 
WHA: TE 7r” V2 《7.26c) 
二 项 外 展开 ， 册 一? + 8,0 R004, 0) {7.27a) 
. Y Y 
记 为 内 变数 : = Te + BARz, Fz) 《7.27b) 
WARE: = + AR) +] (7.270) 
a/R 


a (7.260) 中 ,我 们 用 了 Blasius HM h MBI ITH (7.236), 
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在 式 (7.270) 中 ,利用 了 de R h 一 样 在 ?一口 处 是 y 的 解析 
PAHO. 

现在 ,我们 在 me 1, a= 2 时 来 应 用 渐 近 匹配 原理 
(5.24). 比较 (7.26e) 及 (7.27c)， 说 明 aR) WA RW 
TURTE R, RIR 


8,(R) = A (7.28) 


出 此 得 出 


dlr, 0) 一 —P V2r (7.29a) 
其 物理 解释 就 是 太 家 所 熟悉 的 边界 层 位 移 厚 度 。 代 人 (7,27) 
说 明 芒 函数 的 外 展开 在 》 一 ARIO 外 等于零 ， 所 以 ， 
边界 层 象 头 部 半径 为 F/R Aih EBD HE IAP 
HEF. 匹配 条 件 【7.29a) ERI BELO 

到 轴 上 后 的 线性 化 薄 避 和 近 他 (4.2 T) 
将 (7.231) 关于 x 微 商 得 到 另 一 种 形式 的 条 件 ， 它 具有 

酷 徽 不同 的 物理 解释 : 

一 (xz 0) 一 -中 7.29b 
Parla, 0) J { } 


ax 
这 是 物 面 上 外 党 法 向 速度 的 二 阶 分 量 ， 要 求 它 等 于 位 移 抛物 
柱 的 圭 率 ， 从 这 个 观点 来 考虑 问题 ， 边 界 层 位 移 效应 同 面 源 
分 布 起 着 同 祥 的 作用 ， 这 就 是 4.3 GTR eR. Lighthill 
(1958) 对 但 移 效 应 的 各 种 解释 进行 了 详尽 讨论 。 
将 外 展开 (7.3) 代 人 完整 的 方程 《7.2a) 得 到 加 的 线性 
化 方程 : 
(t a 一 中 > 2) Tha t (wa E 


Two = ， 
daz ay V 0 (7.30a) 
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正和 象 摄 动 方法 中 通常 记 见 到 的 那样 , 非 线性 对 访 项 分 成 两 项 ， 
它们 分 别 表示 二 阶 涡 沿 着 一 阶 流 线 的 对 流 以 及 一 阶 涡 沿 荐 流 
BBE AH. 对 本 问题 以 及 只 要 采 流 无 旋 的 情 蕊 ， 第 
二 项 等 于 零 ， 于 是 , (7.30a) 就 有 首次 积分 

Tipa = —w2Ch,) 《7.30b) 
但 来 流 无 旋 时 ,二 阶 外 涡 也 等 于 等 ,页 以 四 满足 Laplace F 
程 。 


7.8 BSCR FRO HFRS 
对 于 兴 无 限 平板 ,由 位 移 坚 庶 引 起 的 流动 问题 为 


Vda = 0 (7-31a) 

dlr, 0) = [° ， #0 (7.31b) 
一 忘 of ts x0 {7.31c) 

tilt, Y) oly), 上 游 (7.31d) 


对 称 流 动 的 条 件 (7.31b) 排除 了 绕 着 平板 作 环流 运动 的 可 能 
E. 这 是 位 势 流动 绕 过 位 移 独 物 柱 y = BP.(2x/R)” 的 线性 
SAHE. RORSE 48 节 所 求 出 的 表面 速度 即 可 。 但 
从 复 变 函数 论 显 然 可 知 , 整 个 问题 的 解 为 

dhala, Y) = — f Rey 2l + iy) (7.32) 
其 中 ReH. 

可 如 前 所 述 那 样 , 在 加 办 一 2 时 应 用 匹配 原理 得 到 
(7.99) 式 中 ACR) 的 形式 以 及 关于 ;的 匹配 条 件 . 将 (7.13) 
的 步 又 继续 下 去 ,得 到 p, 二 项 外 展开 的 二 项 内 展开 为 

d 二 项 外 展开 的 二 项 内 展开 一 1 十 -二 
(7.33a) 
我 们 列 出 二 阶 项 是 因为 对 于 性 何 别 的 问题 (包括 有 限 平板 问 
题 在 内 ) 该 系数 是 不 等 于 零 的 。 反 之 ,我 们 得 到 
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dy 二 项 内 展开 的 二 项 外 展开 


= 1 4 RPALR Pyle, 00) (7.33b) 
BRAS frir, Oo) 存在 ;关于 极限 不 存在 的 情况 ,请 参 
者 习题 7.2。 
DG BG AGHA ,通常 应 取 


A(R) 一 去 (7.34) 


MTT ARRAN Reynolds 数 的 负 1/2 CRM BAR 
来 表达 .这 个 结论 对 寺 解 析 物 体 是 正确 的 (Van Dyke, 1962a), 
但 对 于 有 角 点 的 物体 ,在 7.11 节 中 ， 我 们 将 看 到 它 仅 准确 到 
二 阶 近 似 ， 对 于 一 般 牺 体 进行 匹配 就 给 出 了 一 个 关于 Ole, 
w) 的 条 件 , CRER NEW AR PMR DA Be ee t 
TER RNS 
Malr, œ) = 6 (7.35) 
因为 在 一 0 EBERT. TRR A TS 
的 性 质 : 在 落 回 理论 中 ,表面 速度 怡 好 是 米 流 速度 . 
ARF (7.9) 式 代 人 完整 的 方程 (7.2a) 又 可 得 到 关于 
m: 的 完全 微分 


Z (Wayyy 十 Pi Wary 一 Say Say 十 Tae Pay 


一 Porfir) = 0 (7,36) 
它 仅 对 平板 等 于 零 , 对 于 任何 其 它 形 状 的 物体 ,右边 村 包含 正 
比 于 当 她 表面 曲率 的 项 〈《Van Dyke, 1962a), 

对 所 有 物体 ， RELLE AFS T(r, 0) = Jlr, 
= 0, AiE, FERRER m 满足 一 个 完全 齐 次 方程 ， 只 
要 它 的 解 是 唯一 的 , 它 就 应 该 等 于 零 。 虽 然 ; 由 于 多 加 任 一 个 
本 征 解 《7.247 可 使 解 不 唯一 ;但 从 {7.6) 节 的 论证 说 明 , AE 
REIT — BEA Re BE. AT, Plr, Y) 一 0， 完整 的 


和 159 + 


S Brahe 
y — LigRe/2 + iy), SPRE (7.370) 
VR 
fr s Y; Rj ~ —- —- 
x é Vix i (LE) + a) 
JR J ix R 


7.9 RFR HAE 

Prandi A ATG (Prandtl, 1935, p. 90) ERE Rx 
HEEE Blasius 解 ! 参 看 洗 8)， 

“7 FW PR PSE FT aT SR A E DF 

布 再 重复 进行 上 述 的 计算 ;必要 时 ,可 以 在 新 测 得 的 

位 称 厚 度 基础 上 重复 上 述 过 程 ”, 
然而 ,由 于 抛物 柱 所 特有 的 这 种 巧合 ,上 述 方法 得 到 的 半 无 限 
平板 的 二 阶 量 为 零 。 

” 另 一 方面 ,对 有 限 平板 ,由 Prandtl 的 方法 可 得 出 有 赛 义 
ASE SL. Mkr (Kuo, 1953) 进行 了 详细 计算 ,但 在 某 些 方 
面 有 不 同意 见 。 因 为 边界 层 方 程 是 抛物 型 的 ，Blasius 解 仅 在 
后 缘 以 前 有 效 。 ARUBA REEVE (Rosen- 
head, 1963, p. 280). 郭 永 怀 作 了 一 个 也 许 是 合理 的 假设 ， 
REAR, RRS Thee eA 7.6)。 于 
是 ,在 由 位 移 厚度 引起 的 流 场 中 ,表面 速度 略 有 增加 。 如 时 我 
们 把 妊 流 中 位 移 厚 度 同 无 限 平 板 的 位 称 厚 度 之 差 ( 它 在 平板 
宕 面 上 没有 作用 ) 看 作为 汇 分 布 ,这 一 点 是 很 明显 的 . 


内 解 (7.37b) 


图 7.6 有 限 平板 位 移 厚 席 的 形式 ， 
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这 个 薄 喜 问题 可 用 第 四 章 的 方法 求解 。 于 是 ， 二 阶 臣 配 
条 件 (7.35) 应 为 下 式 所 代替 ; 


1 
Fox, OO} 一 in = log 
w 


x 1 一 y 


一 
上 可 函数 在 后 统 处 是 对 数 型 无 穷 大 ,在 该 处 。 所 示 的 级 数 展开 
式 不 收 敏 。 然而 , 郭 永 怀 相 应 下 展开 对 为 


wile, 一 全 [on + Lah) 十，… | 
(7.39) 
来 求解 二 阶 按 界 层 方程 (7.367， 前 无 个 函数 的 问题 已 进行 数 
值 积分 ,其 余 的 函数 用 近似 方 靶 求解 ， 这 样 , 郭 永 怀 就 计算 了 
总 的 摩擦 阻力 的 缓慢 收 伍 级 数 之 和 。 单 面 平 板 的 结 黑 为 


L 
{irae 1.328 412 


PUL ~ VR RÈ + +e (7.40) 


其 中 = 为 前 应 力 。 上 述 结果 网 Reynolds 数 小 到 10 了 时 的 实验 
结果 十 分 网 含 . 然而 ,由 于 为 郭 永 怀 所 忽视 的 另外 一 个 因素 ， 
系数 4.12 BRAKE, 该 因素 在 下 一 节 这 论 。 


7.10 SHERRE 


再 来 落 虑 尘 无 限 平板 。 由 责 项 内 展开 《7.37b) 我 们 计算 
4 Ye BEBE eK 


r 0.664 


0 
二 7,41 
= Tp VR TR 07:41) 
Z 


- t52. 


这 里 OR. = Uv 是 以 离开 前 缘 距 离 为 特征 长 魔 的 当地 Rey- 
nolds 数 。 其 中 第 一 项 是 可 积 的 ,得 凶 平 板 单 侧 的 总 摩 胃 系数 
的 经 典 数 值 : 


f ode 1,328 
VE 
由 于 渐 近 展开 式 在 前 绿 附 近 无 效 , 式 (7.41) 第 二 项 除了 系数 
为 零 的 情况 外 是 不 可 积 的 . 但 [mai (19574) RAS Maw 
的 方 靶 计算 了 总 摩 阻 的 第 二 项 ， 他 芳 琼 了 大 的 周 线 内 的 动 二 
平衡 来 多 避 前 综 处 的 困难 (图 7.7)。 这 相当 于 Jones th APR 
理论 中 的 前 缘 阻 办 所 采用 的 办 法 一 样 (46 节 )， 利用 边界 
层 内 的 Blasius 解 以 及 因 位 称 厚 度 引起 的 外 辛 :他 求 出 
rt Re (7.43) 
令 人 了 吃惊 的 是 ， 为 了 发 现 由 一 项 边界 层 解 可 给 出 两 项 摩擦 阻 
力 这 一 事实 ， 竟 化 费 了 五 十 年 的 时 间 。 


(7.42) 


BL 7-7 半 无 限 平板 的 动 县 图 线 . 
虽然 具体 计算 很 复杂 ,从 4.6 节 所 述 来 看 , 上 述 结果 是 明 


Ti. A (7.43) 的 第 一 项 来 自 边 界 层 内 部 围 线 上 的 积分 , 它 
斌 是 经 典 的 结果 式 (7.42).。 第 二 项 来 自 围 线 其 余部 分 的 积 
分 ;在 这 些 地 方 流动 是 无 粘 的 ， 固 此， 正如 头 部 半径 为 4 一 


* 了 


ER 的 位 移 抠 物 柱 的 前 巡 距 力 式 【4.22) -- RE, OM 2.326 
就 是 + afi, 


所 以 , 式 (7.43) 的 第 二 项 代表 了 作用 在 前 缘 上 的 力 。 当 
然 , 它 仅 是 在 边界 层 理 论 总 的 尺度 意义 上 的 集中 力 ， 实 际 上 ， 
它 必 定 蚌 在 当地 Reynolds 数 为 一 的 数 基 级 的 前 良 附 近 , 当 地 
摩 阳 超过 Blasius 值 的 结果 。 对 于 那个 区 域内 的 流动 ,除了 可 
假定 有 (3.24) 的 形式 外 是 一 无 所 知 的 ( 参 爱 注 8). 

因为 这 是 一 个 局 部 效应 ， 集 中 力也 将 出 现在 有 限 平板 的 
qk, 3-AMRARBMT. 考虑 了 这 一 因素 及 前 述 的 修 
TE sh (7.40) 中 的 系数 4.12 应 为 5.3 左右 。 如 困 计 及 三 阶 效 
应 ,这 个 结果 依然 合情合理 地 同 实验 是 一 臻 的 . 

AAT Bil, ERA BRAR Hee BRE RS, 
Ankit. (BA a ae EA Te RB 
在 相对 来 说 较 厚 的 边界 展 内 的 ,因此 ,后 缘 力 的 贡献 仅仅 是 正 
EF RY 的 三 阶 项 .在 Janssen (1958) 关 于 有 限 平板 的 数 
值 解 中 , 可 以 清 想 地 看 到 前 .后 缘 的 这 种 送别， 


7.11 半 无 限 平板 的 三 阶 近 似 


MASI EROS WARS Bie. 在 这 一 步 ， 由 
于 前 缘 的 非 解 析 狂 带 来 的 困难 更 严重 了 。 出 于 菜 种 原因， 
Alden (1943) 的 首次 尝试 及 其 它 人 的 工作 者 是 不 正确 的 ; 
Goldstein (1956) A Imai (19572) 得 出 了 正确 解 。 并 在 
Goldstein (1960) 的 书 中 进行 了 详细 的 论述 . 

PA ERD TREAT Ree, RIGA AS 
卡 儿 坐标 系 。 TCLS, RAN BHEMST SR. ANERE 
,了 边界 层 中 的 二 阶 项 的 位 移 效 应 ,而 这 二 阶 项 是 等 于 零 的 ,过 
都 层 内 三 阶 近似 方程 汐 { 因 更 一 0) 
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È Chevy 十 Py 十 Pirra — Piyar — Pyt r) 
= (PvP ises 一 WiFi 一 2D savy) 


x im | (7.44) 
为 了 平衡 方程 右 问 的 非 齐 次 项 ， 内 展开 〈7.9) 中 必须 有 满足 
ACR) = 1/R 的 项 ,这 样 就 得 到 了 Alden 所 解 的 问题 。 然 
而 ,我 们 发 现 总 的 涡 量 当 ? 很 大 时 仅 以 每 次 律 衰减 ,这 是 不 能 
允许 的 ( 7.5 节 ), AMEKATAA. 对 于 解析 物体 、 从 驻 点 
开始 就 存在 着 意义 明确 的 边界 层 。 视 以 指数 律 衰减 是 自动 满 
足 的 ; 男 一 方面 ,在 平板 尖 前 缘 附 近 ， 边 界 层 近 羽 无 效 。 纵 使 
它 在 远 下 游 处 可 雇 使 用 边界 层 近 似 ， 和 但 指数 衰减 是 不 能 得 到 
保证 的 ,这 个 条 件 必须 硬性 加 也 规定 ， 

可 以 在 m 中 增加 一 项 log x 的 项 来 达到 这 一 县 的 。 这 
时 ,由 于 解 同 工 无 关 , 必 须 还 有 

A(R) = Clog R) / R°” 

阶 的 相应 项 。 这 样 一 来 ,可 求 出 如 下 形式 的 内 展开 : 


ple, y; R) ~ af 22 thn) + © 
VR 


R 
1 x J data faln) „a 
+ oe [low Re 3 + 5 man] + - (7.45) 
虽然 fe WIR, GRATES, MESA 
(7.23). 适当 地 选择 常数 C 可 以 使 入 PORE 
减 . 
WH) PRT AE. h 的 解 不 是 唯一 的 , 它 可 以 相关 
第 一 本 征 解 ; 而且 不 知道 怎样 来 确定 其 常数 ， 所 以 , 当 址 麻 阻 
系数 为 
中 [556 


~ 2664 4 9. 551 oe Re 十 arly... (7.46) 
R, R7 RE 
RA BEN HAR (Imai, 19572) 
e~ £328 + 2326 _ 4 197 lee Re 
VR, R: Ri 
一 2 (747) 


其 由， WH C 是 未 知 的 。 如 Goldstein (1960) 所 述 。 在 高 
阶 近 羽 中 有 类似 的 未 定常 数 ( 参 看 注 8)。 这 些 常数 取决 于 前 
绿 附 近 流 场 的 情况 ,是 否 能 不 必 精 确 求 解 上 述 问 题 ,至 少 可 以 
党 则 上 来 确定 这 些 第 数 昵 ? 这 个 问题 至 今 还 是 一 个 恋 。Imai 
(1957a) 用 在 Rs 一 1 处 的 式 (7.47) BTR PIA 
E (3.24) 相 社 接 的 方法 来 计算 C, 
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我 们 可 以 用 5.10 节 的 方法 , 把 边界 层 蟹 与 同 它 相 关联 的 
外 解 结合 起 来 构成 合成 解 。 现 在 来 著 虚 构成 单一 的 、 一 至 有 
效 展开 式 的 另 一 重要 泛 径 , 这 就 是 Kaplun (1954) 的 最 优化 
标 法 ， 在 该 坐标 系 中 变换 自 变 量 ， 从 而 得 到 一 致 有 效 的 边界 
BR. 

我 们 必须 首先 讨论 坐标 变换 是 怎样 来 影响 边界 层 解 的 。 
如 果 我 们 注意 到 ， 近 来 关于 半 无 限 平板 的 研究 是 在 抛物 毕 标 
系 中 ,而 不 是 在 传统 的 笛 卡 儿 坐 标 系 中 进行 的 ,那么 这 个 问题 
是 隐 合 在 上 节 的 内 容 中 的 . 

如 果 在 不 同 的 坐标 系 中 。 重 揽 进行 整个 Prandd 的 边界 
层 分 析 。 也 就 是 说 。 在 新 坐标 系 中 列 出 Navier-Stokes 方程， 
秽 流 函数 及 重 直 于 物 面 的 法 向 坐标 放大 一 个 Re 的 因子 ,再 
R Roo 时 的 极限 ,并 求解 福 足 物 面 速度 为 零 以 及 同 基本 无 


+ 156+ 


粘 流 匹 配 条 件 的 边界 层 方程 。 我 们 发 现 ， 盟 然 外 展开 是 不 次 
的 ,但 边界 层 解 是 不 辐 的 ,所 以 它 代 表 一 个 改变 了 的 流 场 。 在 
不 同 的 坐标 系 中 ,可 以 得 到 左 物 而 上 恒 等 \ 在 边界 层 内 的 差别 
BY LA Awa A E, HABE ARE)» TCE RS Sb] DL E E. 

Aft, a AS ER Sb Re BA FR, ff AS et E 
AOTC RRS. ARR, Kapn 的 观点 完全 不 同 , 他 要 寻找 
一 种 特定 的 坐标 系 ， 使 得 在 该 坐标 系 中 的 边界 层 解 尽 可 能 地 
接近 于 外 演 , 以 便利 用 这 种 坐标 变换 . 

进行 坐标 变 痢 了 时。 重复 边界 层 解 是 不 必要 的 。 如 果 在 其 
一 合适 的 坐标 系 中 计算 了 问题 的 解 ,那么 ,在 任 一 别 的 弘 标 系 
中 的 相应 解 可 以 用 一 种 简单 的 法 则 导出 。 假 定 我 们 在 (+, 力 
坐标 系 中 算出 了 任 泡 物体 定常 、 平 于 线 流 的 边界 层 解 。 该 坐 
标 系 不 一 定 要 基 正 交 的 .但 沟 了 方便 想见 ， 应 渤 择 成 物体 形 
REH y =o RMR. 那么 ,正如 7.8 THAR, DHS 


方 苇 经 典 的 前 三 步 导 出 如 下 形式 的 解 : 
(eles) + Te dala, p) bee 
br! (R — œ ffr, 7 > 0B) (7.48a} 
E M 
— plr, RY) + + 
V 加 
(R— œ 了 时 *, v Ry 固定 }. 《7.48b) 


现在 假定 引进 不 同 的 坐标 系 Co). 为 方便 起 见 ， 应 使 物 面 
仍 白 4 一 0 来 描述 [这 里 的 ? ABE] (7.20) 的 Blasius 变数 相 
RAT ECRL, REER R Taylor 展开 ,得 到 
r = rE, y) = TE, 0) + NOU) (7.49a) 

y= YE, n) = 09, GE, 9) + OC) (7.49b) 

由 于 外 展开 在 坐标 变换 下 是 不 变 的 ， 它 在 新 坐标 书 的 表达 式 
可 直接 将 变换 (7,49) 代入 (7.48a) 获得 。 但 边 完 层 解 不 同 ， 


" ISF- 


其 新 形式 应 将 (7.49) 代 人 《7.48b) 。 再 展 升 Taylor 级 数 ， i 
去 以 内 变量 表达 的 Ro 阶 的 项 后 求 得 。 所 以 在 新 坐标 系 中 


的 解 为 
1 四 Lxt。 1), rE, „)] 
{pe PEs D] + (750a) 
b~ VR 
la wilz(é,0),/R7y,{Z, 0)1 +e (7.50b) 
/ R 


后 省 称 为 Kapuo 相关 定理 (参看 注 9). 


7.13 平板 的 其 它 举 标 系 


HB EILMRAR Ge, 3) P, AACR RRA 由 
A (7.37) 给 定 . $ 


1 x = L (E — g?) 

z+ iym E+ in), 2 (7.51) 
y= in 

LAS MEMO We. WARE. BALL AR ILA 

BBB RHSMmR, 因为 5 一 0 描述 了 、 目 仅 描 述 了 整个 物 

面 。 甘 此， 在 同 首 平面 有 关 的 其 它 数 学 物理 问题 以 及 本 问题 

中 , 取 这 种 坐标 系 较 好 。 应 用 相关 定理 (7?.50) 导出 描 物 坐标 


系 中 的 解 为 


i 
一 He PEt eee, # 7.524 
En aR B hfe ‘ ) 
-L Eh Ra) +++, ARR 7.52b) 

A R 


上 述 结果 不 仅 在 外 表 上 得 到 了 简化 ,而 且 在 第 卡 儿 坐标 系 中 ， 
边界 层 的 涡 量 在 * 一 0 整 条 恒 直 线 上 为 无 穷 ， 帮 在 抛物 坐标 
系 中 , 权 在 原点 为 奇异 的 ， 所 以 ,对 这 个 问题 来 说 ， 看 来 抛物 


= LSB* 


BEAR A Lb EB JAR BENE 
A alk BE ILBRA BEM BHM ERRE AR. M 
图 7.8 下 半 部 分 所 示 的 所 请 “收缩 直角 ”坐标 系 CE, 4) 由 下 
ARPE: 
Emax, rms 
gaye yr, yet (VTE I) (753) 
BD IB S258 BBE MR PAA 


SW! FE- D Bre free ici + 44 —1) 


p~ 十 (7.54a) 
1 /A 
一 一 /2 = ose 7.54b 
evn) + (7.54b) 
(BBE 9) 
x 
4 
MEL 
COITO O — y 
ete 
FEA ER 


B78 EAR 


现在 我 们 来 研究 在 每 一 种 坐标 系 中 ，.… 完 层 解 在 外 区 的 
性 态 ， 我 们 来 构造 一 项 内 展开 的 二 项 外 展开 ,利用 Blasius H 
数 的 渐 近 公式 (7.23b) 得 出 


*1live 


VEYA 


BRL, ?一 一 六 二 WwW te 《7 S5aj 
y R 
MPE: Ey — Set... (7.55b) 
VR 
收缩 喜 第 坐标 : 六 一 $e Viet (7.530) 
R 


将 上 式 同 相应 的 外 展开 《7.37a),，《7.52a) (7.540) 比较 说 明 ， 
搜 瑰 又 标 系 有 两 项 相 导 , 笛 卡 儿 举 标 系 有 一 项 相同 ,而 收缩 直 
角 绸 和 标 系 网 全然 不 同 。 因 此 我 们 说 ， 在 抛物 坐标 系 中 的 边界 
ERR AMS SRA, 而且 也 包含 了 位 移 厚 度 引 起 的 
流动 。 边 界 层 解 直 到 ROO 阶 吕 是 一 至 有效 的 ， 从 而 使 外 展 
开 成 为 多 余 的 。 具 有 上 述 性 质 的 尘 标 系 , 叫 最 优 举 标 系 ， 

根据 上 述 定义 ， 笛 卡 几 学 称 系 并 不 是 最 忧 的 - 不 过 ， 它 
可 以 得 到 包含 基本 无 烙 流 的 边界 层 解 。 所 以 ， 它 直到 一 阶 近 
榜 为 止 基 一 致 有 效 的 。 因 此 ,在 这 个 | 闸 题 中 ,我 们 浆 稍 卡 儿 上 坐 
标 是 半 优 的 .在 收缩 直角 坐标 系 中 的 边界 层 解 风 完全 不 同 , 它 
对 于 外 流 毫 无 用 处 .一 般 说 来 ,可 以 着 期 ,最 不 利 的 捕 沈 也 就 
是 如 此 而 已. 


7.14 最 优 些 标的 确定 


Kapim 发 现 , 如果 用 线 狂 化 的 Oseen PERKE Navi 
cr-Stokes 方程 (第 八 章 )， 妥 用 抛物 坐标 系 。 ORERE 
确 解 (习题 8 1， 这 对 他 村 求 最 优 坐 标 是 一 个 很 大 的 鼓舞 . 这 
一 情况 以 及 上 述 的 其 它 因 素 表 明 ， 在 应 用 完全 的 Navier-Sto- 
ks FHM, PRAIA RAMSAR; 我 们 已 经 看 到 ， 
情况 确 是 如 此 . 

有 人 会 提出 这 样 一 个 间 题 ;对 于 其 它 形状 的 物体 ,该 怎样 
来 确定 其 最 优 坐 标 呢 ? Kaplo 给 了 一 个 十 分 简单 的 解答 : 在 
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性--~ 方 使 的 笃 标 系 w, 9) 中 求解 到 R 阶 ; BERA 
(7.48) 的 形式 ,那么 .一 种 最 优 坐 标 隶 为 
Booey Y) = palæ, ¥)s top = Ale, Y) (7.56a) 
Be DLAs 7B SEE — BY» Bee RER IB 
Epr (Xs y= F [dotx, y)] (7.56b) 
toplar, I) = hir, Falldar, 97] 
RH, Fi, Fa 为 任意 函数 . 
EAF., BITER EERE E EFJ A 
HAG ARB (7.37), DRAB MAT. O56) 
得 到 


font = Re/2(x + iy) =e (7.57) 
Nop ™ Y = Fy 
这 个 坐标 系 是 非 正 交 的 ;由 (7.56b}， 取 Pile.) = lida, 就 
可 得 到 正 交 的 抛物 坐标 系 (7.51). 
Kaplun (1954) 列举 了 其 它 一 些 例 子 。 发 直 于 无 限 平面 
Smet ARH. SEB, BRILL 
的 ,边界 层 解 满足 完全 的 Navier-Stokss DE, 
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Fh ea FR Rin, Ba A Ale REN, 
{A Se (OSE NK RE EEE. 信 计 也 很 可 能 找到 三 维和 可 压缩 
边界 层 的 最 优 坐 标 (参看 注 9)， 

引 仲 到 其 它 一 类 奇异 扎 动 问题 中 去 是 更 重要 的 推广 ， 壁 
好， 我 们 会 问 ， 第 四 章 薄 者 问题 是 否 可 以 找到 最 优 毕 标 。 我 
们 通过 考虑 厚 展 比 为 的 悄 圆 的 表面 速度 (图 4.2) 来 作 一 简 
单 的 试验 。 对 应 于 式 (7.48), 二 项 外 展开 (4.13) AIA 
开 《4.46) 为 


*l6]> 


g [LPS CeO, s> 0, 固定 ) (7.58) 
-| [75 (ye sont, sm Bie) 


VI+28 
(7.58b) 
用 新 学 标 上 来 代 葵 从 前 缘起 度 最 的 尘 标 *， 当 “上 为 零 时 , oe 
等 于 零 ,内 解 (7.58b) HK 
4 2as' (0) (7.59) 


U Ver Zas'(0) 


这 就 相当 于 Kaplun 相关 定理 《7.50b)。 它 的 二 项 处 展开 等 
T1 因此 ,在 这 个 例子 中 所 有 坐标 都 是 半 优 的 , 但 不 存在 最 
TULA BR, 

上 述 间 题 以 及 Kapur RHEA Lighthil 变形 坐标 
(第 六 章 ) 间 的 关系 ， 都 值得 圭一 步 研究 。 它们 的 共同 点 是 ， 
都 想 通 过 自 变 量变 换 来 达到 一 致 有 效 的 目的 。 表 面 上 的 差 副 
Æ, Kapun 变换 内 坐标 ,而 Lighthill 则 变形 外 坐标 。 就 内 外 
展开 式 有 两 年 性 这 点 来 看 , 上 述 差 别 是 无 英 紧 要 的 55.9 节 )。 
看 来 根本 的 差别 是 确定 坐标 变换 的 方式 ，Kaplun 要 求 内 解 尽 
可 能 地 在 外 区 有 效 , 而 Lighthil 则 规定 了 没有 奇 性 这 个 比较 
MMR. 可 以 想象 ， 当 两 种 方 靶 都 得 到 适当 改进 和 推广 
后 ,我 们 会 发 现 , 它 们 只 是 代表 了 同一 事物 的 两 个 不 同 侧面 而 
已 (参看 10.4 节 ). 


习 题 
7.1 失 视 的 边界 层 。 试 考虑 半 顶 各 为 ”8x*12 半 无 限 槐 的 对 称 粘性 He 
流 ， 计 算 位 势 流 动 IFINI M EPERE Navier-Stokes 方程 的 上 游 条 性 
(7,24), 讨论 作 为 华 标 摄 动 和 参数 摄 动 ， 边 界 层 解 的 适 轩 性 MAR 
的 性 质证 明 ，Prandd 边界 层 方 径 (7.4164) 可 化 为 baikoer-skan 方程 
FO +H” + BL Sg 
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假定 了 i RERO TARERE ERNA. KARA 
正 交 举 标 。 计 算 二 阶 边 界 层 解 。 试 辣 ; REDE 
7.2 ” 草 切 流 中 的 平板 边界 屡 ， 作 为 外 流 中 祈 对 边界 层 影 他 的 神 型 ， 考 
虑 有 等 强度 涡 平 行 流 中 的 零 政 第 平板 ,来 流速 度 为 U 一 oy. WERA 
界 层 中 二 阶 近 似 册 题 的 所 法 ,证 明 匹 本 条 上 件 的 形式 为 

Wor, Yj~a¥? +Y + of1) C4 X00 Rh) 
RU AT EBERT, ER ea TK 
HEJER. 利用 适当 的 边界 条 件 ， 将 问题 归结 为 三 阶 常 微 分 方程 . 
[Murray (1961》 灶 这 个 有 争议 的 问题 阅 予 明确 的 论述 ， 并 列 出 了 早期 
的 文献 ]。 
7.3 边界 诗 的 反问 题 ， 候 定 我 们 不 解 正 问题 ,而 基 在 下 述 意 义 上 解 边 
界 层 的 反问 题 : 求 在 边界 层 外 产生 给 定 共 无 粘 流 动 的 物体 形状 ， 试 说 
遇 为 什么 其 内 、 外 展开 式 的 新 近 序 列 不 象 正 癌 题 那样 是 &- OER 
Be? 并 根 气 搓 际 可 能 尾 力求 解 在 边界 层 外 产生 均匀 平行 流 的 物体 上 必 
MIR. 
7.4 二 阶 相关 定理 ， 试 证 ; 相应 于 (7.50b) 的 二 阶 相关 定理 为 

bm [HCE 0)5 y Eny lE 0)} + EAR 


ae 
+ J Rae Ey OW al] + LR psa, om rf I} 


Ah FSA RS PHS RTH SAE RRC BBE 9), 
7.5 FRR MREVPRADERFAR RE MLTR 性 
(7,16b) 应 为 


Wiy(¥,0) = BWiyylr, D), E&I 
对 #4 二 0 的 和 解 进行 担 动 ;并 求 出 直到 # HORS ER ee. 注 
间 ， 报 动 就 是 基本 解 基于 Y 的 导数 (Lin 和 Schaaf，1951)。， 斌 说明. 上 
述 近 似 在 物体 表面 附近 注 的 次 层 内 屁 效 ， 并 构造 在 该 区 域内 或 立 的 补 
TRA AN A, 


第 八 章 小 Reynolds 数 粘性 流动 


81 引 十 


FONTS TEVA ER AI A BL, SEW FE Ev Reynolds 2 
Rt. SKI AT eae 《图 8.1)。 每 个 大 学 生 都 知道 。 


Wal 加 丸和 辕 柱 的 记号 . 
Millikan 用 Stokes 于 1851 年 建立 的 近似 公式 计算 油 泣 的 阻 
力 : 


D 6x ( _ UVa ) 
~ 一 R = — 0 8.1 
Co = pa? R 当 ¥ > (8.12) 


1910 Æ Oseen 得 到 了 二 阶 近 似 : 
Co ~ 经 (1 +2 žr) (8.1b) 


但 直到 1957 &, APIA ASPET ROR TAF 
4 BA (14). 

当 取 极限 R-> 0 tht, Navier-Stokes 方程 的 最 高 院 导数 项 
被 保留 下 来 了 ， 所 以 不 存在 出 现 奇 异性 的 那 种 典型 迹象 . 但 
是 这 个 问题 包含 两 个 特征 长 度 : 半径 * 和 粘性 长 度 ¥/U, 两 
SPILL Reynolds 数 。 在 极限 情况 RR 一 0 时 ,粘性 长 虚 将 
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远大 二 物体 半径 ， 因 化 , 根据 5.3 ER Yee NRE HA 
期 会 有 奇异 性 出 现 ， 

与 大 Reynolds 数 的 站 性 流动 不 同 ， 小 Reynolds 数 粘性 
流动 容易 进行 实验 观察 , 图 8.2 给 出 了 当 Reynolds 数 增 加 时 ， 
圆 未 或 殴 任 绕 席 的 一 组 流 谱 。 极 低速 时 的 流 谱 几 乎 是 前 后 对 
称 的 ;在 R= 10 (RRRA R =25 (REH HAH AR 
环流 必 迹 或 定常 涡 ( 此 处 Reynolds 数 以 半径 ， 而 不 是 以 直径 
为 特征 长 度 )。 我 们 可 以 想象 ,在 物体 内 部 浙 总 是 存在 的 ， 而 
到 达 上 述 Reynolds 数 时 ， 涡 穿 出 物体 表面 (参看 列 8.3); 当 
R =65 (EDA R 一 15 ( 圆 栏 ) 左 右 时 。 流 动 就 变 成 非 定 
常 的 了 ,这 时 ， 尾 流下 游 部 分 将 发 生 振 荡 ; 当 R 一 100 (H 
球 ) 或 R 一 20 (圆柱 ) 以 上 时 , 由 于 涡 从 物体 后 部 发 生 分 网 ， 
流动 就 变 得 毫 无 规则 ， 


AN ES 


{a} tb) te) 


图 8-2 小 Reynolds Hit, PIERRE RIFES ME Baa. 
m) ER h) ERI. Cc) 非 定常 流 - 


R=cobh AU stokes 展开 


peT 


已 
下 Tonedazr19567 的 照片 。 
&=36.6 


图 8.3 Be AIAG, 
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8.2 HRAM Stokes 解 


Siokes 1QUET Æ Navier-Stokes 方程 中 ,为 对 流 项 所 代表 
的 惯性 力 可 也 和 忽略， 因为 它 是 速度 的 平方 寻 阶 的 ， 因 此 ， 小 
Reynolds 数 上 时， 压力 差不多 完全 同 烙 性 力 相 平衡 。 作 为 一 阶 
近似 ,Stokes 忽略 了 对 流 项 。 对 平面 流动 , 结 时 就 是 流 函 数 的 
冯 调 和 方程 

p= 18 

von (+ r Or 

它 可 以 在 形式 上 由 (7.24) Ro 得 到 .对 轴 对 称 流 ， 相 应 
的 结果 为 


一 ye =] (8.28) 


3! sin? ð ( 1 8 ] 
.二 ~ - = 8.2b 
ar: rn O@\sing ao ? ( ) 


以 半径 = ORTERIE, DRE ”为 畦 征 速度 进行 无 星 岗 
化 (图 8.2) ,那么 物 面 上 加 度 为 零 的 条 件 是 


#C1,8) = #C1,4) =ù (8.3a) 
上 游 均 色 来 流 的 条 性 为 
rint, 平面 流 


rd) ~ | risin 间 ， 轴 对 称 流 (r — 90) (8.36) 


OY DAES Bh. AA RT I ARE ES 
首先 考虑 男 球 ， 上 游 条 件 (8.3b) 启 示 我 们 采用 分 离 变 量 
ER 由 一 inf) BAD, RHE eA 


b= sin’g{7, ry rat (8.4) 
上 游 条 件 表明 ， 不 允许 存在 食 ” 的 项 ， 含 r 项 的 系数 为 
112， 物 面条 件 《8.3a) 确定 + 及 1/7 WAAR, BW Stokes 
近 羽 为 
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~t 3 Ayo 
p Har 3r 十 — \sin’9 (8.5) 


LA SREY SA, B= WEEP ROMER, 
BREE. BOWS TARARE, Hancock(1953) 
称 它 汶 “Stokes 子 ”。 他 用 上 述 三 种 元 素 的 线性 分 布 来 模拟 里 
AKA, TESTER AEE “Stokes T, ARTAR 
不 是 二 ,而 是 一 全 。 计算 章 镶 阻力 得 到 公式 (8.1a) 值 的 三 分 之 
二 。 其余 的 三 分 之 一 是 压 姜 阻力 (Tomotika、 Aoi, 1950), F 
谱 是 前 后 对 称 的 ,因此 象 图 8.2 所 示 , ER. 

现在 来 讨论 团丁， 上 游 条 件 启示 我 们 求 p= sneftr 
形式 的 解 ,出 此 得 出 

p= sin 6{ >>, rlogr, r 4} (8.6) 

在 物 面 上 规定 条 件 (8.34)， 导 出 


ere ja + 2Ar log r — + 十 二 


“j= 


-4 | sine (8.7) 


应 用 最 小 奇 性 原理 (4.3 节 ) BL k= 0, Re eA I 
速度 随 ” 尽 可 能 地 增长 得 缓 齐 些 ,这 就 给 出 


d~ C |r logr — tr + E) sin (8.8) 
之 2r 


LKB CHEF. SIMA TRADART. fh 
第 一 项 是 合 济 量 的 二 维 “Stokes F”, 但 由 于 无 法 选择 常数 C 
以 满足 上 游 条 件 (83b) BARER. AARETE. 
ME “Stoks 子 ” 在 元 邸 远 处 的 亲 性 要 比 殉 名 来 流 更 高 ， 所 
以 ,远离 物体 处 的 速度 是 无 界 的 ,这 就 是 问题 的 转 难 六 在 ， 


* 167" 


8.3 Stokes (2/271 Whitehead {#iF 


BEE RT AE i BE BAY Stokes FELA, X TH 
Stokes fF. Stokes (1851) AAR BIE ARE ESE BS AD 
一 种 标志 ;如 从 静 正 开始 的 物体 带 走 流体 的 流量 将 不 煌 增加。 
然而 ,由 于 下 甫 一 节 所 述 的 理由 ,现在 可 以 确信 这 种 解释 是 不 
正确 的 (参看 注 16), 

实际 上 ， 三 维 物体 也 有 同样 的 困难 ， 只 是 因为 通常 三 维 
HORE eB, MT AR, KSEE ER 
S(T RARE RT ICR. BB 82). A, 
Whitchead (1889) 想 用 选 代 法 改进 Stokes 近似 的 努力 未 能 
AD., gE Navier-Stokes 方程 《Gadstein，1933，P。1157) 
为 


1 1 a ð 
一 D's = ( — ¢, ZcotOp, 
R p Pa trae + cot 


#2 sin 2 or 
— 248)» (8.98) 
其 中 
_ Ë sing? 3 ( 1 2.) 
p= 8.9b 
it 3? be Vano 68 (8.98) 


WEA (8.5) FLA (8.92) BWA Stokes 上 略 去 的 对 流 
项 ,得 到 迭代 方程 


lont “3 Xe 


9 2 3 1 +43 
~-2r(Z-4 +4) ain’? cos@ (8.10) 
A BOR UE Be 8.30) OR 


—2R( 2 —3r+i1 —Ż + 5 jsn cos (8.11) 
32 r r? 
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Boole tee 


但 是 此 速 麻 在 泡 穷 远 处 的 性 态 不 佳 ， 也 不 能 加 上 任何 卉 次 坟 
程 的 解 可 以 使 解 有 所 改善 .在 证 一 上 阶 近似 中 ， 无 穷 远 外 的 束 
RALFA, 这 同 圆柱 绕 流 一 阶 近似 式 (8.8) 的 情况 一 样 。 
均 名 来 流 绕 三 维 物 休 无 界 流动 的 Stokes 解 不 存在 二 阶 
HEAD, UHH Whitchead (EB. Whitehead 本 人 认为 。 这 是 在 具 
有 尾 流 死水 区 的 流 场 中 必然 会 产生 间 烤 的 一 种 标志 。 然 而 现 
在 我 们 知道 ,这 种 解释 同样 也 是 不 正确 的 (参看 注 16)。 
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正如 Prandtl 发 现 了 大 Reynolds 数 流 动 是 奇异 报 动 问题 、 
从而 解决 了 D'Alembert 4IRB—PE, Osee HiH. Stokes fF 
WAI Whitehead EWE Reynolds 数 流动 的 奇异 性 质 引 
HAAS. A Reynolds 数 时 ， 非 一 致 性 区 域 是 物 面 附近 的 薄 层 ; 
而 小 Reynolds 数 时 , 非 一 致 性 区 球 则 是 无 穷 远 点 的 邻 域 。 浇 
察 一 下 Stokes 近似 中 被 上 略 去 的 项 的 相对 大 小 ;就 可 以 明白 问 
题 的 症结 所 在 . 

及 式 {8.10) AWT M, 远离 物体 外 的 非 线 性 对 访 项 是 
Rie? 量 阶 的 ; 由 趟 (8.5) 可 知 ， 式 (8.10) 左边 由 型 的 粘性 项 


一 一 交叉 相 葬 项 为 
rl 99 (ind 08) * 
一 个 一 £) sina = 0 (4) — (8.12) 
所 以 ， 被 略 去 的 项 同 被 保留 的 项 的 比值 为 
ATOR) (+ > oo) (8.13) 


虽然 小 Reynolds 数 时 ,这 个 比值 在 物体 附近 是 小 量 。 但 不 管 
尺 多 小 ,在 离 物 体 充 分 远 处 该 比 慎 可 尾 意 大 ， 所 以 , 当 Rr 为 
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一 的 数量 级 时 ，Stokes SEW. BREE rU BME 
“处 ,也 就 是 说, 这 时 粘性 长度 是 重要 的 特 生 长度， 平面 流动 有 
同样 的 缺陷 就 更 不 必 说 了 。 ESR PRR SEY Stokes 近似 
式 (8,8) 提 示 我 们 可 作 如 下 估计 : 
ae = O(CRrilogr) (24 了 一 oo 时 ) (8.14) 
上 述 这 类 非 一 致 性 是 使 Stokes 泊 羽 产生 奇异 性 的 根 
源 ， 在 三 维 流 中 ,出 于 一 阶 近 忆 的 性 坊 足 驶 训 好 ,困难 往往 没 
有 反映 出 来 ,因为 在 非 一 致 性 区 域 Rr = 0(1) 处 ,速度 实际 
上 已 经 达到 来 流 的 值 ， 所 以 可 以 规定 上 游 边 界 条 件 。 这 只 是 
一 种 例外 情况 ,前 面 在 阅 头 掺 型 的 内 解 中 也 发 生 过 这 种 情况 。 
《参看 5.6 节 )， 
© Oseen (1910) 解释 了 Stokes 和 Whitehead 会 逻 到 困难 
的 原因 ， 同 时 提出 了 解决 的 办 法 . 他 不 是 咯 去 全 部 对 流 项 ， 
而 用 其 线性 形式 来 近似 它 , 该 近似 在 会 出 问题 的 远 场 处 有 效 。 
Bo. eS ILA, * 方向 的 动量 方程 为 


at, 于 ot, 十 wu, + fa = v (ess Huy Hu) (815) 


Stokes 抬 前 三 项 全 部 略 去 ,而 Oseen WFR Ue, 来 近似 它 。 平 
DRA ARARC 2a Mie 


(v 一 RE )v'y = 0 (8.16) 


它 构成 了 一 类 特定 的 一 致 有 效 的 方法 , 并 将 在 10.2 节 进 一 亚 
讨论 ， 其 一 般 原理 是 : 蓝 列 出 用 直接 振动 法 求 解 时 ， 略 去 它 
们 会 产生 非 一 致 性 的 项 ， 并 在 简化 时 在 磊 一 致 性 区 域 中 尽 可 
能 地 保留 它们 。 如 果 所 得 的 方程 可 以 求解 ， 其 结果 就 是 
(5.4) 节 所 述 的 那 种 一 致 疹 效 合成 展开 近似 解 ， 

这 样 一 来 ，Osecn WMA Reynolds #4, 三 维 流 动 
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都 提供 了 一 致 有效 的 一 阶 近似 ， 在 康 则 上 RUTURES 
近似 法 来 改进 其 解 ， 每 一 步 的 结果 大 概 也 能 保持 其 一 到 有效 
性 。 但 在 实际 上 ，Oseen 方程 员 是 线性 的 ， 它 们 的 解 却 非常 
复杂 以 致 无 法 求 出 其 二 阶 近 似 ， 车 先 把 合成 解 分 解 成 内 、 外 
展开 式 ,然后 再 结合 起 来 ,这 样 做 较为 简单 易 行 ， 下 一 节 我 们 
要 进行 这 一 项 工作 . 

Osen 方程 有 另 一 种 完全 不 同 的 解释 ， 在 任意 Reynolds 
数 时 , 它 撕 述 了 离 有 限 物体 某 处 的 粘性 流动 ,在 该 处 速度 已 莽 
不 多 恢复 到 来 流速 度 的 大 小 。 从 小 扰动 观点 来 看 ，Oseea 过 
似 已 被 用 来 研究 物体 后 的 远 尾 流 (习题 8.1, 8.3)， 在 应 用 时 ， 
(8.16) 中 的 少 通常 表示 摄 动量 ， 而 不 是 完全 的 流 函 数 ， 这 种 
差别 仅 影响 边界 条 件 的 形式 。 Oseen 近似 的 第 二 种 解释 在 小 
Reynolds 数 时 当然 仍然 有 效 , 并 在 下 面 予以 应 用 。 

贺 球 绕 流 的 Oseen 方程 解 由 Osen (1910) 本 人 给 出 


$= 2 (arte L) sin — 21a + cosé) 
4 r 2 R 


x EL 一 enteu] (8.17) 

Lamb (1911) MEP ILA PRR RE BEANS Bos HH BEE a EH 
E Pw RT RHR RY 

d = 1 finza 22 


r TT 3 aT 
log (4/ R) -r E> ar R Oy 


x | iog Rr 十 etren KY, (Jer )|} (8.18) 


这 里 r = 0.59772---39 Euer 常数 ， 是 Bessd Ee CB 
看 注 10), 

上 述 两 个 解 仅 在 小 Reynolds 数 的 基本 假定 下 :近似 地 满 
足 物 面条 件 的 , 以 后 我 们 要 重新 导出 这 些 结 果 。 在 任意 Rey- 
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nolds Bir, H Goldstein (1929), Tomotika 和 和 Aoi (1950) 
进行 求解 。 这 些 较 复杂 的 结果 价值 不 大 ,因为 周 Oseen 本 人 
的 观点 相反 ,在 大 Reynolds rj SARRE EE MEE 
EEEIEI. SA Osen 近似 所 得 的 边界 层 厚 度 为 RO 
量 阶 的 ,而 不 是 Prandd 正确 理论 所 导出 的 Ro 量 防 的 ， 这 
个 矛盾 在 物理 上 可 理解 为 , 这 是 由 于 Ore 近似 中 ， 在 物 面 
工 由 蔓 切 力 引 起 的 咒 可 以 穿 透 物 面 而 不 是 洛 闭 物 面 进 行 对 流 
的 。 要 不 是 Yamada (1954) 指出 ， 他 们 的 结 昊 在 数值 上 不 够 
锥 确 *, 从 而 甚至 使 小 Reynolds 数 时 的 定性 分 析 也 是 台 不 住 的 
Tomotika & Aoi FIT MARANA KES A —ELES 
SAY. Bin, Tomotika 和 Aoi 预计 在 无 论 多 小 的 Reynolds 
数 下 都 会 出 现 如 图 8.2b 所 示 的 定常 涡 ;h Yamada 证 明 : 用 
Osa 近 侯 计算, 在 圆柱 后 面 要 到 R= 1.51 才 开 始 出 现 定常 
7A. 


8.5 BRAANEN 

现在 我 们 用 匹配 渐 近 展开 法 来 改进 国 球 弹 访 的 Stokes 
解 。 我 们 按 Kaplun 和 Lagerstrom (1957) HERMIT 
Proudman 和 Pearson (1957) 所 使 用 的 符号 来 进行 分 析 ( 参 
Wie 10). 

设 式 (8.5) 是 小 Reynolds 数 时 亲近 展 开 式 的 二 项 ,该 渐 
HRINU Stokes 展开 .我 们 已 经 见 到 ， 在 7 为 R” 阶 的 远 
场 处 ,该 级 数 展 开 无 效 , 因 此 ,我 们 令 

p= Rr (8.19) 
来 引进 一 个 适 宣 的 各 筷 收 缩 坐 标 。 并 设想 一 个 在 远 场 成 立 的 
第 二 渐 近 展开 式 。 我 们 称 它 为 Osen 展开 ,因为 远 场 的 流动 
AB Rta. 5.9 节 所 述 的 习惯 ，Qseen FR FT HE 
外 展开 ,而 Stoke 展开 是 凤 展 开 ， 我 们 相应 地 选择 符号 ， 直 


* 172。， 


于 径 向 学 和 标 不 能 用 民 , 所 以 取 请 为 外 变 轨 , 取 ”为 内 变数 ， 

我 们 可 以 仿照 前 面 一 章 的 方法 , 写 出 两 个 渐 近 展开 式 , 其 
新近 序列 是 待定 的 ， 不 过 ， 我 们 宁可 还 是 以 本 问题 为 例 来 说 
BFE: 5.9 节 的 标准 硕 序 进行 瑟瑟， 从 而 自动 确定 相 秋 各 
项 的 具体 形式 的 ， 

用 Osen SF 3508.19) 3834 Stokes 解 式 (8,3)。 并 对 小 己 
进行 展开 得 到 二 项 Qscen 展开 : 

中 的 一 项 Stokes 展开 的 二 项 Oseen RIF 


=> giene ~ fp erin (8.20) 


Et, SMAKAR. WTRAC MPLA, Oseen 展开 
式 必 有 如 下 形式 : 
14 eg L ... 
gr > pein? + 证 (ps0) + 


C4 R- 0, p EN) (8.21) 
将 它 代入 完整 的 方程 (8.9)， 得 到 关于 & 的 经 上 典 的 线性 化 
Oseen 方程 (8.16) ,其 形式 为 


(2 一 cosb_a 4. sine e) Bt, = 0 (8.222) 


ap P 866 
其 中 
wast ee Naaa) (22) 
& 
By 一 cb, = cheery, (8.23) 
把 方程 (8.22) 化 成 
(m —+)¢, =0 (8.24) 


如 前 -- 样 ,欲求 da 一 sin76fCo) 形式 的 解 就 可 导出 
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广 一 (全 + 十)1 (8.25) 


TEAC ob SAS HE 
2\ -4, 
jra(t+2). E (8.26) 


方程 (8.24) 具 有 一 定 对 称 性 的 任何 其 它 解 在 原点 处 有 更 高 的 
奇 性 ,可 根据 最 小 麻尾 原理 (5.6 节 ) 因 不 能 还 配 而 把 它们 排除 
EM. 

这 样 一 来 , 关于 d 的 原 方 程 (8.22) 就 化 为 


区 = c] (1 -于 2) eT reco) 5 ag {8.27} 


其 特 解 为 

四 一 一 2efl + cos9J[1 ~— ete] {8.28) 
式 中 第 一 项 是 置 于 原点 的 势 莉 ， 它 同 第 二 项 汇 相 消 ， 以 保证 
通过 国 住 物体 的 任 一 此 面 的 度量 为 零 。 任 何 别 的 共有 上 述 性 
质 、 使 无 穷 远 处 速度 为 零 和 有 一 定 对 称 性 的 齐 次 方程 的 解 在 
原点 有 更 高 阶 的 知性 ,因此 ,不 能 互相 匹配 . 

这 是 Osern 方程 的 基本 解 , 它 描 达 了 任意 三 纵 物 体 在 远 

村 产生 的 扰动 场 。 常数 c， 取决 于 物体 附近 的 流 场 情况 ， 可 
用 渐 近 匹配 原理 式 (5.24) 来 求 得 . 用 Stokes 变量 来 表达 Oseen 
展开 (8,21)， Sth REST RFT AT 

中 的 二 项 Oseen 展开 的 一 项 Stokes 展开 


=r sin’ 一 arsin’ (8.29) 


车 amis 上 式 便 可 同 式 (8.20) 相 匹配 . 


这 样 。 我 们 得 到 了 两 项 的 Osen 宕 开 式 (8.21)。 将 它 再 
写成 Stokes KAEI 


站 


it~ 7 r'in’ -一 3 A (1 + cos@) [1 一 eT ARF cont 7 


(R~oO fh, Rr 国定 】 (8.303 
BY EL FE due AY AR FE (5.32 4 EI] Stokes 近似 (8.5) 结合 起 
SK oA — Se AHA SA BR Ee 
个 解 。 大 们 发 现 , 它 刚好 就 是 Oscen 木 大 给 出 的 Oscen 方程 
的 解 式 (8,17)， 这 就 证 实 了 8.4 节 所 述 的 论点 ,由 线性 化 方程 
可 得 出 一 数 有 效 前 一 阶 近 侯 ， 在 物体 附近 , 式 (8.17) 的 最 乒 
一 焉 就 化 成 Stokes JHAY “Stokes 子 ”, 类 似 地 , 它 也 可 称 


4% “Osen 子 ” 


8.6 曾 球 附近 的 二 阶 近似 
我 们 着 手 求 Stokes RIF BOW, Oseen 展开 (8.21) 的 


两 项 Stokes 展开 为 
p AY Tit Oseen 展 升 的 二 项 Stokes 展开 


一 二 (277 一 3r )sinB 十 RPC 一 cos@}sin7@ (8.31) 


为 了 能 同 它 相 丐 醒 ，Stokes 展开 式 必 须 有 如 下 形式 : 
g~t (2r 一 3r + +) sin’@ + Rr 0) +--+ (8.32) 
4 r 
亚 : 的 方程 显然 就 是 不 含 尺 因 子 的 Whitehead 方程 (8.10). 其 
特 解 (8.11) USA Re. TASER Stokes 近似 (8.5) 给 出 了 唯一 对 
PRO. AEA OA SER. RR TIT 
取 
= cal ar? — 3r 十 +) sin’ 一 5 
x (ar? 一 31: 十 1 一 + L) sin cosd (8.33} 
r r 
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其 常数 C, 由 匹配 来 求 得 ， 将 (8.33) 进 行 Osen 展开 得 
PRJ Stoks 展开 的 二 项 Oscen 展开 


A 1 ya L( 3 ， 
= ee a e+ = 2 2 i a é 
2 iP sin Cie 16° COs 


— 3p) sin’ (8.34) 
4 


如 果 Ci 一 3/132， 上 式 便 可 同 (8.31) 相 匹配 ， 
于 是 ,我 们 得 到 贺 球 附近 党 函 煞 的 本 项 Stokes 展开 : 


pa~ Lr ~1) sins (a + 三 Ri (z ++) 
4 8 r 


3 1 1 
— ZR (2 +++ 4) coso] (8.35) 
PARERARAHRNRMLSETS, MEAS 
_{ 8 2r7 十 
cos = (B+ 1) eS (8.36) 


也 等 于 零 。 上 式 近 似 地 描述 了 定常 涡 的 边界 , 画 在 图 8.3 h, 
SEA IRR Reyaclds 数 大 到 一 定 程度 时 才 出 现 , 而 这 时 我 们 已 
经 不 能 再 认为 Stokes 展开 是 适用 的 了 。 然而, 图 8.3 的 下 学 
部 分 告诉 我 们 ,上 式 同 Taneda (1956) Æ R 一 36.6 时 的 实 
验 观测 非常 一 致 .高 的 后 端 在 


rom (O/T FIR — 1) (8.37) 


处 . Ab R= e h ERPS, TRE 
具体 数值 ,这 个 结果 同 Taneda AS MUSA 12 VAR Jenson( 1959) 
用 完整 Navier-Stokes 方程 进行 数值 计算 得 到 的 数值 85 符 
合 得 很 好 ， 实 际 上 ,图 8.4 a. Be RR 一 60{ 大 的 是 可 观测 
到 定常 流 的 极限 信 》 都 十 分 吻 舍 .这些 值 得 令 人 注意 的 结果 
要 求 进一步 考察 Stokes 展开 式 的 以 下 各 项 的 影响 来 加 以 确 
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证 。 

继续 进行 上 述 的 分 析 可 以 得 到 高 阶 近 做 ， Proudman 和 
Pearson (1957) 已 进行 深入 研究 ,证 明了 下 一 阶 Stokes XARA 
ARGS FR 项 ,而且 还 包含 RlogR 项 (参看 注 10). A 


实验 ， 
Tanede (1956) 


数值 计算 ， 
denson (1959) 
`Ù 


49 AI stokes 展开 


ae ie 


图 8.4 图 球 后 润 的 长 诬 ， 


此 :从 RelogR 开始 ， 对 数 项 也 出 现在 Oseen 展开 中 ， 人 他们 
仅 计算 到 Stokes 展开 的 Klog R 项 ， 由 此 可 导出 第 一 章 的 
阻力 公式 (14). 
根据 他 们 的 结 呈 ,开始 出 现 注 的 Reynolds 数 是 下 述 超 越 
方程 的 解 ; 
1— R+? RgR+O(R) = 0 (8.38) 
HRA AR RB EM, LRARRALE. HEDIS 
Stoke JAAR GREAT RE 1 小 的 值 ， 要 到 找到 某 种 扩大 
这 类 级 数 适 用 范围 的 方法 以 后 【107 节 )}, 我 们 才能 说 二 阶 
Stoke 近似 令 人 入 异 的 预测 究竟 是 否 一 种 访 合 ， 
用 于 对 称 性 ， 式 (8.35) 方 括号 中 的 第 二 项 对 阻力 没有 页 
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献 ， 困 此 ， 撤 第 一 项 计算 的 虑 力 为 ( 1 十 三 R) FE Stokes 
SAREL (LE, S MEREM Whitehead 特 解 ， 区 
此 , 在 牺 休 附近 急 路 了 非 线性 项 的 Oseen 近似 ， 对 于 对 称 物 
休 至 少 络 出 了 准确 到 二 阶 的 阻力 《Chbester，1962)， 


P 


87 BEY Site 


因为 六 面 流 的 Stokes FiBL = 4b FEA Whitehead FE 
和 更 突出 ,六 此 , FRCL ACH RA KRE Stoke FORE E 
Ey OR RE OR BS Ek — SRA EO APE BE, 
我 们 综合 Kaplun (1957) 和 Proudmann (1957) 的 工作 来 
论述 关于 圆柱 线 流 这 一 典型 例子 ( 参 丫 注 10), 

分 析 的 方法 同 贺 球 绕 访 大 致 相册 ， 但 存在 一 些 有 意思 的 
差别 。 尤 其 是 因 注 匹配 出 加 和 够 格 ， 所 以 疡 近 序列 收 oF ie. 
Kaplun 和 Lagerstrom (1957) 就 是 针对 这 个 问题 握 出 了 复杂 
的 中 间 极 限 、 中 间 展 开 和 中 间 匹 配 原理 (5.8 节 ) 这 一 套 办 法 
的 。 不 过 我 们 将 会 看 到 ,虽然 简单 的 极限 匹配 原理 (5.22) 不 
适用 ,但 渐 近 匹配 原理 (5.24) 是 完 侈 足够 的 . 

SR TTS TSE Stokes 展开 的 第 一 项 、 双 调和 方程 的 解 
(8.8): 


1 : 
$~ ACR) (> log + 一 > r+ =) sin? 

(244 R—0,r BÆR) (8.39) 
必须 多 许 因子 A RAT Reynolds %, ADR TAMPA 
SEI. BI DIVA BEE 0 55 m bik R 
(3.3b}。 但 它 能 同 作 为 Oseen RIAI A —IR IAI Ey Oye TE DE E 
(Lagerstrom 各 Cole, 1955, 6.377). Oscen 7B By By 
o= Rr, WERE a MEU v/U 为 特征 


unre 


eur piz > Oseen HATERA SR eT: 
b~ esind +i (R= 0,0 > 0 HEE) (8.40) 


将 Stokes 近似 (8.39)}[ Oscen FRE RIA HET RI EI 
$ Ii Stokes 展开 的 一 项 Oseen 展开 

一 SE) logt psin @ - (841) 

Ë ACR) = (gi), RE— RHE ALR) = Clog 1/R + 


A), tl (6.40) SCE. h R HERR. FERII 
要 利用 这 个 自 册 度 . 
在 这 一 情形 重 选 区 很 小 ， 取 致 为 了 贤 进 行 亚 本 必须 允许 
AA MENR, ESRI Stokes DMN R BME iR 
大 的 ， 因 此 ,我 们 要 进行 区 A ABR. 无数 这 样 的 项 仅 
相应 于 贺 球 的 第 一 斯. 

EL] Oscen 变数 展开 Stokes 近似 (人 .39) 得 到 

多 的 一 项 Stokes 展开 的 二 项 Oseen 展开 


= = [2 + aR) (tog 6 一 点 一 4)Jesing (8.42) 


为 了 能 进行 匹配 ， 要 求 Osen BFAA He TARR 
进行 展开 : 
b~ T Losin + ACR)(p,0) +++] (843) 
HERA SN HE (7.22), BAUER T dy 满足 线性 化 的 
Oseen 方程 《8.16). 象 圆 球 的 情 名 一样 ， 可 以 求 出 适当 的 解 
€Proudman 各 Pearson, 1957), 但 在 这 里 ， 采 用 流 函 数 求解 
没有 好 处 ,因为 它 只 能 表示 成 无 穷 级 数 , 而 速度 分 量 有 封闭 形 
式 的 表达 式 ， 
我 们 显然 要 求 出 平面 流 对 应 于 式 〈8.28) 的 表达 式 , 而 
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Osen 子 代 表 了 在 原点 有 无限 小 阻力 产生 的 扰动，Oseen 所 
获得 的 基本 解 (Rosenhead、1963，p，183》 以 笛 卡 儿 举 标的 


速 底 分 是 来 表达 : 
一 eo deco, (4 p 并 (8.442) 
m = ey = 2e so | Ye? 
二 etezoeken (=) (8.44b) 


loge 项 还 是 在 原点 的 势 源 ， 它 出 与 Bessel HK K 有 关 的 
六 由 抵消 ， 对 于 小 oo， 有 如 下 近 亿 : 


Ody ( 4 
_— ~ e l log- —7 + cos’ 8.45 
lp sina) Ep cov’) + OCeloge) (8-45a) 


dn 。 
一 一 一 一 一 - 8 二 Otel .45b 
Alacos6) c, sin 8 cos Ce log py) (8.45b) 


其 中 ,7 一 0.5772-+-%) Euler 常数 ,对 上 式 积分 得 
dh ~ -a (log 2 +1 — r) psina + Op'logp) (8.46) 


HAER., REH Oseen 展开 式 (8.43) 在 物 面 附近 的 性 态 


为 
fT Osen 展开 的 一 项 Stokes 展开 


= 去 | esind + calR) (tog & +7—~1) psind| (8.47) 


Fe fae i a ZL Bi DE BAR (GAD PO Sc = 1. 
Stokes 展开 的 第 二 项 一 一 实际 上 ， 所 有 有 限 阶 的 项 一 一 
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旺 榴 还 是 双 调 和 方程 的 解 ， AYR RED SF 
ACR) REA RES SB, FG ke eo) Sp PE 
BRA, Pe (8.8) RI I > ee Ka- 
plun (1957) 的 方法 , MERE FER A EA (8.42), (8.47) SESE 
HM = iog4 — r +E, RBG FSR HE, 
TAT, Stokes 展开 式 有 如 下 形式 : 
s z) —4 L. sin a 

p ~ (a, + >) 2,47 } (r tog r >r + +) 9 《6.48a】 


n=} 
式 中 


-1 -1 
A = (tog 4 一 了 十 1) (es 703) (8.48b) 


FA A, (8.53) (8.48 HETI ME SW MAMMA RR 
和 着 :又 得 出 了 线性 化 Osen 方程 的 Lamb # (8.18), 

Kaplun (1957) 将 上 述 过 程 再 进行 一 次 循环 ,有 求 出 Stokes 
展开 (8.487 第 三 项 的 系数 为 ay 天 一 0.87。 因 此 , 人 己 求 出 的 阻 
力 系数 为 

Cp = P- ~ EIACR) — 087A R) 二 OUAD] (8.49) 
pla R 
上 式 中 的 第 一 项 为 Lamb (1911, 1932) 的 经 典 结 果 。 在 图 
85h, F] Tritton (1959) 的 测量 数据 进行 了 比较 ， 说 明 上 述 
‘a RG AAS APR. 3 TREE ,还 图 示 了 由 Tomotika 和 
Aoi (1950) 计算 的 线性 Oseen FE (8.16) 的 完整 数值 解 . 

从 正规 的 数学 观点 来 看 , 我 们 必须 先 算出 式 (8.48) 中 A, 
的 所 有 种 次 项 ,然后 才能 考虑 Stokes 方程 的 非 线性 修正 ,因为 
甚 量 阶 尺 入 对 说 来 是 超 算 小 的 (参看 注 11)， 但 实际 上 ,这 类 
WEB. 其 第 一 项 是 民 阶 的 (习题 3.5] 当 R > 0.00008 
时 s 它 比 AS 还 要 大 ，Proudman 和 Pearson (1957) 简 单 讨论 
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o KÈ, 
Tetons 


areca 方程 
— ~、、 的 完整 朋 


G 2 "4 S 8 4? if i¢ 
¥ 


H 8.5 小 Reynolds 数 时 网 往 的 阻力 . 
了 怎 赃 来 计算 这 类 项 。 为 了 说 于 流 谱 的 非 对 称 忻 〔 璧 如 定 常 
TRAD HSL) :就 需要 用 这 些 项 ， 
习 题 
8.2 PRATHER Owen 解 . 在 括 物 举 标 系 (7.51) 中 、 平 

TH BESTE RAY Navier-Stokes 方程 为 

rf E ter t fay a 

[ (ap + ar) tx na] Bap TO 
试 导 出 相应 的 Oseen SeH ECG.) AG RE RSIS RM 


FERRARE EIA ki] een W, TERT A oe — Be ii 
形 ， Mp FD AE at (EAL Oen M FESS ABE » 试 
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用 物 傈 阳 力 来 败 尖 代表 尾 流 和 位 势 流 项 前 面 的 常数 因子 ， 并 将 解 同 式 
(8.44) 浴 系 起 来 [第 一 种 情形 原先 由 Lewis 和 Carrier (1949) HBA 
杂居 方法 处 型 过; 关于 第 二 和 情形 ， 请 参看 Imai (1951) 和 Chang 
C1961)1. 

8.2 缠 组 长 擅 物 面 的 粘性 流动 .在 抛物 瞧 枝 系 中 (参看 习 忻 8.1)， 
att ER Yet Navier-Stokes 方程 为 


Pata a 2 (a2 ¢ 2) + 2G, — se)| PY = 0 


"OE ay 
式 中 
press [5p (Bae) + by len ded 


POR TES HLT ARI Stokes $y EAA Te & BIA RETA E 
SAI st A SR AE, GPR Oseen 展开 的 第 二 项 ,并 说 明 此 过 
程 应 如 何 逻 行 下 去 。 由 此 可 对 已 知 的 椭圆 抛物 面 Oseen UAH TARE 
得 出 什么 结论 (Wilkinson，1955)? 怎样 将 出 Osen JURE A HE 
EDARAN HEAREN AERA AR 2:1 相 比 较 (Tomotika 
及 Aci, 1950) BBE 3)? 

8.3 RRO Rea. Ai AE De, WBS A Pe ae eh 
HBMBARMWED, ALUMS. RE. AKO REA 
CBRE 3). . . 

8.4” 鲁 薄 抛物 柱 的 粘性 流动 。 试 证 抛物 柱 的 Stokes EMGAN 
PARRER HARALA, 说 上 出 它 好 象 可 以 同 平 板 的 Osen 近似 她 配 到 
一 阶 ， UM HEAD Oseen 近似 匹配 到 二 阶 ; 但 继续 用 匹配 浙 近 法 求解 
OA, HRP RARE NETL. RA. 真正 的 Owen 极限 是 什 
PAEST Lagertrom A] Cole 1955, p- ‘B77 }? 

”8.5 圆柱 的 超 趟 小 项 。 皮 定 〈《8.48a) 的 各 阶 近似 都 是 已 知 的 ; 试 
确定 次 项 的 形式 (除去 待定 常数 外 )* 并 证 明 它 性 R 量 阶 的 TAIL “Ete 
Qseen EFT AB aman 

8.6 变形 坐标 法 的 新 结 _ asec Fan Wh 
为 者 , 试 证 : nme Stokes RFA (8.35), AR 
变形 半径 即 可 。 


nn 


第 九 章 ”无 粘性 奇异 摄 动 问 题 
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MEE BARNE, A T Rh BS PE Bie BO a BT 
动 间 题 ， 人 们 提出 了 匹配 渐 近 展开 法 ; Lighthill 的 变形 坐标 
社 , 风 是 为 了 解决 疲 的 传播 问题 而 发 展 起 来 的 , 至 于 Lighthill 
方法 是 宕 能 机 以 推广 ， 使 它 不 仅 能 处 理 双 曲 型 方程 ， 而 旦 也 
能 处 未 炸 贺 型 和 抛物 型 方程 。 这 个 问题 还 不 太 宇 楚 。 另 一 方 
面 ， 匹 配 渐 近 展 开 法 已 经 被 成 功 地 应 用 于 很 多 无 粘性 流动 何 
匮 。 事 实 上 ， 竹 第 四 章 论述 无 烙 性 注 如 理论 时 我们 采 有 了 
这 种 方法 ， 并 在 6.7 节 把 它 应 用 于 求解 起 声速 流 的 双 申 型 方 
程 。 
本 章 毅 述 无 粘性 流动 另外 三 个 非 一 数 有 效 的 例子 ， 这 三 
个 例子 色 括 了 从 亚 声 速 , 跨 声 速 到 高 超声 速 整 个 速 寄 范围 .第 
一 个 例子 是 经 肉 的 Prandt HRB, RAE Ae 
揭示 以 后 ， 就 可 以 用 新 的 郊 解 来 认识 这 一 理论 .第 二 个 例 于 
是 来 流速 谋略 微 超过 声速 时 ， 线 细 长 狂 的 流动 ， 为 了 确定 激 
被 的 位 置 ， 线 性 化 解 必 须 加 以 改进 。 第 三 个 例子 是 高 超声 束 
TALE Blk PAA Re, PR] PG Be RNEER 
一 ,第 三 个 问题 ， 对 第 二 个 问题 则 采用 变形 坐标 法 ， 然 而 ,上 
述 每 个 例子 是否 还 用 别 的 方法 求解 过 ， 扣 出 这 个 问题 是 其 有 
神 益 的 。 


9.2 ARMRIGH DUN 
FAW FR PRA LE PER , FE 
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力学 理论 中 最 二 手 的 问题 之 一 ， 粘 性 除了 在 规定 尾 缘 处 的 
Kutta-Joukowski 条 件 这 一 点 起 作用 外 ， 必 须 耶 以 忽略 。 线 性 
化 的 步 村 很 必要 ,这 样 征 可 把 厚度 , 查 宏和 攻 角 效应 分 别 进行 
讨论 。 接 照 Gathert EM] (Johes 和 Coben 1960, p. 49), 3E 
声 这 流 问 题 是 同 不 可 压缩 辛 问题 等 价 的 。 留 待 解决 的 是 无 粘 
HEAR) FBR EE CER A Ec TAR EL BE Prt. BY 
如 此 ，。 和 这 个 问题 也 很 复杂 。 用 升力 面 理论 来 进行 严格 处 理 需 
要 解 全 有 双重 积分 的 青 异 积分 方程 ， 
RFA RESELL AL. Prandt 升力 线 理论 把 问题 简化 成 求 
解 只 省 单 重 积分 的 奇异 积分 方程 。 但 入 们 还 不 知道 怎样 来 改 
进 Prandi 的 分 析 以 得 到 较 准 确 的 近似 公式 ， 例 如 ， 对 于 展 
强 比 为 4 的 平板 椭圆 机 可 ,众所周知 的 升力 曲线 斜率 公式 
ac; 2x (9.1a) 


de 1+Q/A) 
在 一 定 近似 程度 上 可 以 表达 为 
aC. of; 24...) ) 
ae 2x (1 24 ) (9.1b) 


然而 ， 不 能 推广 Prandd 的 方太 来 求 次 项 ， 下 面 我 们 将 会 看 
到 ,该 次 项 并 不 是 47? 量 阶 的 . 

Friedrichs (1953) 指出 : MAME aT ROR. 它 
AeAMEKRE, RREESARKE.RKERSERE, 
4 Re ,它们 的 比值 趋 于 无 限 。 央 此 ,按照 我 们 的 物 
理 判 据 (5.3 节 ), 这 个 参数 握 动 问题 可 能 有 青 异 性 ， 对 于 升力 
机 要 (以 及 对 无 天 力 机 要 ,参看 习题 3.1), 可 能 性 变 成 了 现实 ，。 
可 以 用 还 配 渐 近 展 开 鞭 来 处 理 这 种 非 一 致 性 ， 我们 发 现 ， 二 
附近 似 等 价 于 Prandil FAJRE. 但 是 可 以 看 到 ， 应 用 匹 
配 原 理 就 不 会 导出 积分 方程 ,因为 它 化 成 了 求 积 问题 ,从 市 使 
分 析 得 到 很 大 简化 ， 继 续 进 行 这 一 过 程 。 就 可 进一步 计算 高 
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MAL, 

2A) Tay A UL, AR SS a LE RI A 
Fay ST BE 7s PL SPR CP a). BRR RR EAE Be ee 
KRAMER KEM, BOLE y=0 P TE ARWR 
POET. RAE YS e 于是， 可 用 
* 一 ATRD 来 描述 机 标 平 而 形状 ,其 中 对 是 蝴 纺 比 , 半 弦 
长 iG) 是 昌 级 为 一 的 解析 阔 数 。 我 们 先 假 定安 在 x 一 土 1 
处 性 总 光 少 地 趋 于 者, 以 避免 在 民 档 处 的 非 一 至 性 .以 后 ,我 
们 还 要 研究 放弃 这 个 限制 所 带 来 的 影响 ， 


BAL PRADERA MER. 《ay SEM, (b> Fy 
极限 ， Cc) 外 极限 . 


RELEASE ,问题 的 完整 提 靶 是 


方程 : vig = her E pry E Pri 7 0 (9.22) 
DDR: by = OE y = 05) 2) < ANAC) EL) (9.26) 
LXE: p ~ xcosa + ysing (9.2) 


Kutta eft: pr < 0 CFE y = Oe = Ahle 909.20) 
这 里 给 出 的 Koua SRS EE. REA ae EE BAE E 
为 有 限 这 一 物理 要 求 ， 

HREH A ETES. AE- RAR api isa 
TARRA H HIRAI RAY ASR 9.1b)， 这 在 物理 
LER JUI EKARA ERKA o” E 
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机 枝 附 过 。 内 变量 的 量 级 为 一 ， 令 


下 一 4 项 (和 ,ys) (9.3a) 

其 中 
X= Ax (9.3b} 
Y = Ay (9.3c) 


RH bi) SS RARE RK, ea, RH, 
POR TAT RY RR AA RIE AEE. 
ERP RTO Be Ta] a (9.2 ) Se the a 


Prr + By + ABr = 0 (94a) 

Py = OCE Y = 0, |X] < tr) 上) (9.4b) 
@~ Xcose + Y sine (在 上 游 ) (2.4c} 

Pk < 0 (E ¥ = 0,X% = ACw)_E) (9.4d) 


妆 A = oc0 时 , 这 个 问题 的 解 为 
P| = Xcosa + Im{./(X -4 Yy — Ala) 

— ACs} log LX + iY tX + iY)? PG) )} 

x sine (9.5) 
ERARA, ba RIA RSM. RHEE 下， 
Bean 24 Ce) 的 平板 的 平面 流动 的 解 (图 9.1b)， 结 果 显 然 
应 该 如 此 .所 以 ,准确 到 一 阶 近 似 , 展 向 坐标 * 仅 起 参数 作用 ， 
我 们 的 是 的 只 是 要 从 上 述 解 得 到 坏 量 了, 它 等 于 lat HE 
中 log (2? + 9)? 项 的 系数 : 

T ~ Ta = trad h(x) (9.6) 

09.40) UL, Br RSE BLA ot Be 

ATER. AM ROAR ARRAERO A A 

ACIS) Pe. 得 到 的 表达 式 在 远离 尾 卉 处 上 其 有 tanty/xX 

揭 性 态 ， 它 相应 于 一 种 环流 ， 因 此 ， 选 和 伐 方 程 竺 稻 的 性 态 与 

+ Y? 相同 ,以 内 变数 表达 时 :在 距离 的 量 级 为 二 处， 它 将 
,187 。 


ESS RRR. KARAM Whitehead 试图 改进 
绕 圆 球 的 Stokes 流动 时 所 遇 到 的 情况 (8.3 节 )， 它 是 奇异 摄 
动 问 题 的 一 种 拯 志 、 下 节 我 们 要 构造 一 个 辅助 的 外 解 米 处 理 
Pa, HAR EAR AEH ee AT OTR 
FEA RATE ok a Be RR oe BEC T). 


9.3 开 力 线 埋 论 的 匹配 渐 近 展开 法 


TERR SMR PRET E 9.10), 机 站 缩 成 一 根 奇 线 ,该 奇 线 必须 
是 (9.2a) 的 解 。 第 一 种 可 能 福 是 涡 ， 它 关于 7 RAEN 
性 .在 这 一 步 必 须 委 弈 高 阶 多 极 子 , 因 为 拨 最 小 奇 性 原理 ,可 
以 证 明 它 们 不 能 匹配 ， 当 4 一 ON TET SAMS, Al 


此 可 以 暂且 展开 成 如 下 形式 试 试 ; 
了 二 十 (9.7} 


EVLA LOR BAM E RA AMT. — ERS IC 
OF ke. PD BCRP IRAN IC, INR BR e AD 
PETIM AT. A RIS Tx 轴 ( 图 9.1c)。 这 
HRR H. REH Biot-Savart 定律 进行 计算 ， 所 以 , 求 
出 外 展开 的 形式 为 


b~ latay) t anf Ir ae 
4x 


-1 7? + (2 —ọ) 


x 
x b+ ya cal 

(x, y, z ATE, A -> co ft) (9.8) 

A PAARA Prandtl 升力 钱 理论 有 本 质 的 区 别 ， 从 

而 使 问题 得 到 了 很 大 简化 ，Prandtl 用 求解 积分 方程 的 方 洪 
来 得 到 环 量 vile) 分布 ; 然而， 在 与 Prandtl 理论 相同 的 
HAMEL, REED AMA AREA PERM 
定 。 可 以 形式 上 这 样 来 做 。 其 结果 显然 是 由 如 下 的 事实 导出 
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的 ,外 包 围 着 相同 误 线 的 曲线 具有 想 同 的 环 量 (图 .1)。 取 内 
极限 时 , 环 量 由 式 (9.6) 确 定 。 因 为 它 同 环 路 的 太 小 无 关 ， 将 
它 闻 式 (9.7) 相 匹配 ,得 出 

Yla) 一 Irak (x) (9.9) 
DRED MSAD BRAE ARA FP Mt Shee 
ESR FR Re, 在 Prandtl 理论 中 ， 环 量 是 对 
“AR Sei A A SHB, 这样 一 来 ,两 项 
外 展开 式 19.8) 为 


b~ rt oyt tad f 


yA) 
+ (a —cp 


1+ F7 a (9.10 
[i+ Jit yp areas] o 


现在 , 我 们 来 讨论 内 问题 。 并 求 二 阶 近似 。 在 把 式 (9.10a) 进 
行内 展开 时 ,首先 用 分 部 积分 以 免 导致 无 意义 的 发 散 积 分 ， 


1 
p~ rb ay — > ad 全 A(z) [ran 


¥ 
一 此 


+ tant = 了 十 a =)" ag (9.10b) 
z— 


AE siubwsaretCo.3), 对 大 4 进行 展开 ,得 到 由 的 二 项 外 展 
开 的 二 项 内 展开 : 
由 二 项 外 展开 的 二 项 内 展开 一 4 |x Say — oh(ajan-! X ] 


一 工 L aaay 中 Rae (9.41) 


27 
上 述 积 分 必须 理解 为 Cauchy 积分 主 信 ， 很 明显 ， 这 就 是 第 
四 章 研 究 对 称 薄 避 有 时 过 到 的 积分 式 (4.10)， 它 也 出 现在 包括 
细 长 体 理论 在 内 的 流体 力学 共 它 分 支 中 ， 
式 (9.11) 的 第 一 项 已 经 向 内 解 (9.5) 式 相 匹 配 了 ， 第 二 项 
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要 求 修 正 相 对 阶 次 4 使 内 解 193.39) 的 展开 式 为 
p~ A'D (CX, Y, sc) + A D iX, Yy zs) te 
{ 当 X, Y, 2 EYE, Am co hf) (9.123 
把 它 代 人 完全 的 方程 (9.2a) 表 有 明 。，B SO, 都 要 满足 X,Y 的 
二 维 Iaplace 方程 。 因 此 ， 式 {9.11) 说 明 ， 旬 就 是 直接 把 局 
部 平板 解 的 区 第 从 几何 值 & fb bg ee 
eG) =a fi -547 EOR (9.13) 
WARM. 这 是 击 升 力 钱 理 论 得 到 的 ,天 家 所 熟知 的 结果 。 
RARER RAE RP FREE. PERT RMA 
Aa Fs BA AAG Tae RT 9 ie PAE A, 但 是 ,在 这 
里 由 于 我 们 认识 到 4 IRAR. FRA Laem æ es 
量 , 便 把 计算 简化 成 求 积 问题 ;而 经 典 的 升力 线 理论 由 于 没有 
利用 上 述 事 实 ， 问题 被 归结 成 解 积分 方程 。 可 以 作 为 用 选民 
ER Prandd 积分 方程 的 第 二 步 。 导 出 我 们 的 结果 . 
对 于 内 解 ， 我 们 只 使 用 了 和 环 量 和 攻 角 的 关系 式 (9.6)， © 
等 价 于 二 维 升 力 线 的 斜率 ，Prandrl 建议 月 计 及 厚度 和 粘性 
效应 的 实验 值 来 代替 理论 值 。 正如 5.4 节 曾 提 到 过 的 ,即使 
内 问题 没有 分 析 解 ,只 能 采 月 数值 方法 或 实验 手段 ,匹配 渐 近 
展开 靶 也 能 应 用 ， 这 就 是 一 个 实例 。 


94 三 阶 近似 概述 


上 述 的 分 析 过 程 青 局 而 复 始 地 继续 一 次 ， 就 获得 了 三 阶 
近似 (Van Dyke，1964b)。 这 里 ， 我 们 前 述 它 的 重要 特性 。 
FY AN TAY REET. CUA BF ay = ah Re PAH 
TARET OB EA ra Sb, CARER- PRM 
ay HE US AEF REE, BA EAA ee A a 
F RN DER ABBR (divortex), DARP EE =H 
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商 导 类 (代表 机 串 工 分 布 洞 的 一 次 所 ) 的 物理 意义 。 所 以 ， 三 
有 阶 外 展开 是 式 (9.10), 其 中 由 因子 (9.13) 加 上 下 式 进行 修 
正 : 
1 ga Y 1 (x — Jdt 
4 4 g| POTS 3 十 和 十 《gz 一 志和 
分 部 积分 后 ， 吾 以 计算 它 的 三 项 内 展开 .奇怪 的 是 ， 我 
们 发 现在 内 展开 (9.12) 预期 的 次 一 4 阶 项 以 前 ， 还 有 一 
A log 4 量 级 的 项 。 对 数 Y 
TEREN 项 中 较 易 计 算 t 
的 项 (参看 10.54), eee 
求 进一步 改变 有 效 攻 角 
(9.13), HEARE IR Fe 5] 
ie FY BT PR SE ae RH HE 
减 小 (图 9.2)， 
韭 对 数 项 同 某 种 较 复 图 9.2 RARER RES 
ARG ABA. ENT 起 的 流 线 曲 率 ， 
均 可 用 复 变 函数 论 的 方法 玉 得 。 于 是 各 项 中 log (eit yya 
前 的 系数 ,确定 了 环 量 或 展 向 升力 分 布 , 我 们 求 得 为 


(9.14) 


T 一 -f PEE A` log A (2h + BRA 
六 1— 到 4 中 FO + A log A (247 + ) 
1 — * 3 rt a r 

D {(210 4 =) a + (3108 4 at 5) as 

9 4G) lakia = 1144C) gp 
5 z —% 

nag ' AELA Ge) + ACL) |san(z — £) log |e 
cia} + {9.15) 


其 中 , Tw 是 二 维 流 的 环 量 (9.6), .由 式 (9.13) 确 定 。 TE,- 
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按照 Kutta-Joukowski 定律 ,升力 曲线 的 斜率 为 


dCi 证 Pls) 
Ger 一 A ds 9.16 
Ja 2x 上 Cs} Tuts) ( > 


9.5 应 用 于 梯 贺 机 要 
REED A ORRILA 9.3) SEER 
TOER (9.17): 


49.3 +R. 


由 式 (9.15) 可 以 求 出 环 量 为 (参看 注 13) 


F] 
Fou, 2 _ 4+ log4d13 Zz $+ 

Po A e A? 1— 7 mT A*L2 
log 2 3 — 2x? 
— | 1—274)4 -—*.-— * 一 一 一 
og ( z) 1 — z 1 — z 

x log -5 ] +. (9.18) 

Jie! 


根据 式 (9.16), 沿 着 展 向 积 分 上 式 , 就 得 到 第 一 章 里 所 引 
用 的 升力 曲线 佑 率 式 (1.6). 前 面 二 项 就 是 我 们 原先 对 于 Pren- 
du 结果 (9.13) 的 修正 式 (9.1b). 
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Eat 
COLE 
1 2 a“ 


O Avignes {1940} 
ABE 


图 3.4 FOLIA Heke, 

幸而 ， 它 是 巨 经 算出 升力 面 解 的 少数 几 秘 情 形 之 一 ， 图 
9.4 说 明了 Prandtl fy GORE SRL BRIS RRA IE a 
Whe 4 一 0 时 等 于 零 , 这 是 它 的 优点 ;而 展开 式 (9.1bj。 
实际 上 当 .4 超 过 4 时 才 比 较 准 殉 .我 们 看 到 ， 三 界 近 似 当 4 
小 于 3 时 是 发 散 的 。 如 图 9.4 上 点 划 线 所 示 。， 以 后 在 10.7 节 
FEES (VE EE HEB RE RE R. 

RNEAERTATARERARE MRA ae 
AREA ATA kG TREUR RB NFS 
ARCE), MIRRA REER. RNS 
到 , 当 lts 是 A7 RAN ROAR SAME 
丑 梢 数 个 半径 的 距离 站， 不管 展 驴 比 多 大 ,流动 不 是 二 维 的 ， 
TESS PIE BUN , ERRE PTE ES eT i 
SE LAE FOP SZ AAS CN 95) SSA E A RT 
HRD ERLE RM, SPR RI, Bsc eee 
者 放大 了 一 个 PAY. 
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图 9.5 | fo SRA PSSA TS HP A. 


TEXT BRASIL BE, REE BOE OE, RRA 
道 , RAE MS. KREMRAT x% A/a 量 级 的 远 
TIER. WA NERA PRMLE ,内 问题 通常 
Bi PEPER, WAER, kee SERRA 
尾 缘 处 的 非 一 致 性 ， 以 及 在 翼 梢 处 更 复杂 的 情况 。 在 后 掠 机 
辟 的 性 身 交接 处 或 机 票 平 面 形状 的 其 它 不 连续 处 。 在 偏转 的 
副 喜 附近 等 等 ,也 会 发 生 非 一 致 性 。Thurber (1961) 用 匹配 
ORR, DATAMAP ARR. WEA 
这 村 对 数 项 出 现在 二 阶 近似 中 【参看 注 13), 


9.6 绕 细 长 圆锥 的 低 超声 速 流动 


对 于 起 南 速 流 中 的 细 长 机 体 , 众 所 周知 的 细 长 体 理论 ( 侠 
如 Ward, 1955) 丝毫 没有 提供 有 关头 油 波 强度 的 数据 ， 内 
有 在 保留 了 某 些 非 线 性 项 ,并 认识 到 摄 动 解 的 奇 拼 性 质 以 后 ， 
才能 求 出 结果 。 这 个 问题 已 经 用 变形 坐标 法 《Lighth 记 ,1949 
b) 和 抱 配 浙 近 展开 荡 (Bulakh, 1961) 予以 处 理 。 我 们 应 用 
前 一 和 神 方 甘于 这 样 一 个 简单 问题 ， 俯 醒 合 我们 能 比 原先 的 结 
漆 更 前 进一步 。 

RIIKSR-P ERAS e 的 细 长 圆锥 , 攻 和 角 为 零 , 置 于 
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超声 速 流 中 ， 其 速度 要 达到 使 六 房 为 锥 型 六 的 大 小 (图 9-6). 
7 


图 3.,6 See CHE AR Pe. 


如 果 流 动 只 是 低 超 声速 的 ， 主 要 的 现象 由 以 下 降 声 速 小 扰动 
方程 来 描述 (Oswatitsch 和 Berndt, 1950): 


Prr 十 至 — (M? — lp = (T F 1)PrPes (2-19a) 


RE, PERIERE, MA, WERE Usaale 十 p). 在 
这 阶 近似 中 , 相 切 条 件 可 以 线性 化 。 由 于 物体 是 光滑 的 ,该 条 


件 还 可 被 转移 到 轴 上 (3.3 节 )。 即 
lim rp, = Bg (9.19b) 
SY PDE OS FR HE TBA Se Sk Be Be fie BO aE: 
p= (9.192) 
— p, = _2  M3sin’a 一 | (在 一 = tang E) 
7 十 1 M? (9.19d) 
在 锥 面 上 的 压力 系数 由 下 式 确 定 : 
C = —2p, —#? (9.20) 


Oswatisch 和 Sjödin (1954) 巴 经 用 数值 方法 解决 了 这 个 
问题 ， 我 们 则 用 解析 方法 求 小 & RE RK. 我 们 默认 
Mach 数 是 固定 的 , 起 略 了 问题 的 跨 声 速 仁 质 , 因 此 ， 我 们 的 
解 仅 在 跨 声 速 区 的 上 部 有 效 . 
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直接 的 报 二 展开 会 在 来 流 Msch FEI REA, Ba 
势 的 一 级 近似 在 那里 有 172 诊 堆 点。 它 将 通过 徽 商 在 高 阶 近 
prea et, Alt RMS 
= plete) ~ BCs) + shla) + ehl) 
十 ehl tere {9.212) 
of Mt Z ~sbste(s) bers) -9.21b) 
来 引进 变形 锥 型 变数 :。 在 {9.218) 中 ， 不 出 现 e HT, A 


为 我 们 发 现 , 到 这 一 阶 为 止 的 坐标 变形 为 堆 ， 同 理 , 激 省 的 形 
状 以 如 下 形式 来 描述 : 


fM? —Ltano~ i ett he pees (9.22) 
97 二 阶 近似 和 激 波 位 置 
: 把 展开 式 (9.21) 代 入 微分 方程 (9.19a}， 由 87 阶 的 项 可 得 
通常 关于 的 线性 化 方程 


a-f + $ 一 1 (9.23) 
WEHA.. — Be 9.190 A RR 
f(s} = (seh ys — 6/1 — #) (9.24) 
PITRAH (9.19d) 是 自动 满足 的 ， 这 就 是 为 什么 在 式 
(9,22) 中 不 需要 6? 项 的 理由 ， 
现在 , 由 微分 方程 中 车 阶 的 项 给 出 了 二 附近 似 声 的 方程 
n $ sech Ys 
【LI 一 5 下 十 二 下 一 一 《9.25a ) 
5 WII 一 了 
其 中 
_ 了 十 1 7 
G = wi (9.25h)} 
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积分 上 式 并 利用 相 切 条 性 和 第 一 激 波 条 件 ， 可 得 
f(s) 一 > Gfsech 一 v1 — s? sech™s— ee — 3) (9,26) 


EB be — Be (Van Dyke, 1952), 它 是 
VATS be BE We AY EI Ae RIA 

微分 方程 中 的 阶 的 项 给 出 了 三 阶 近似 的 方程 

np Frafsech ss _ sech 's 1 1 
(—)+4 ajd + 
1 Fsech YY qi —s7)7 e, 

2 salt s k 


oyin’ rp S (9.27) 


TEER- MRAM, Ree ETRE, 
右边 第 一 项 在 :一 1 附近 有 PA — A) 阶 的 奇 性 ， 它 将 
使 速度 具有 相同 的 奇 性 。 适当 选择 变形 凌 数 r,ts)})， 就 可 克 
ARIS FSR. 

Lighthill (1949b) 应 用 最 简单 地 选择 的 常数 变形 函数 


rals) 一 A G (9.282) 


RHH E TERHOMA, HORA BS Hr. Be i EA 
BK — Br. Rm SBR T RPE EE AS TR 
WERA- APSE — See ERA REE 
PLE PRET. ee ME OT DA id SOE EE PRO 
决 : 

rs) 一 + Gs (9.28b) 


现在 ,可 以 用 第 二 个 激 波 条 件 来 确定 激 波 同 来 流 Mach 
eH ae. TEBE LRG (9.215), (9.22) 和 (9.28b)， 
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十 8 一 ra 十 一 十 时 


lio... 
x ( & >e) + (9.29} 
抬 它 伐 估 (9.19d) ,可 得 
1 ga ; gat 
fx Pek) + Gm iR (9.30) 
它 的 解 是 
ky = = G (9.31) 


这 是 Lighthill (1949b) 和 Bulakh (1961) 所 得 结果 的 跨 声 
速 小 扰动 形式 ， 他 们 就 求解 到 这 一 步 ， 其 解 适用 于 任意 形状 
徐 截 面 的 纸 长 锥 ， 下 一 节 有 一 些 新 的 结果 ， 
98 锥 面 上 压力 的 三 阶 近 似 

利用 工 述 变形 随 数 ,三 阶 近 亿 的 方程 (9.27) 简 化 为 


hus sechs 
U= + Bm a [bs ees 
1 — # AP 1—7 
1 1 于 eh | (9.32) 
2 Ti 2 Uea” 


积分 上 式 , 并 应 用 相 切 人 条件 和 第 一 激流 条 件 ,得 出 
hl = Z Gi [全 — log zjv 1 — s + (iog 2 ~— 1)sech™*s 


+ f/1 — A sechi -V+ -二 一 
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x (sech7!s)? 十 | = £ log = á a| (9.33) 
这 里 的 积分 有 如 十 性 坊 , 
站 二 入 ! be = (f> + log’2 


a J9 


一 log 2) — i slogs + O(s4) (9.34a) 


~ O log (1 — 2) + OFC — ay] (9.34b) 


a? 阶 的 项 给 出 了 四 阶 近似 的 方程 ,右边 在 ; 一 1 附近 取 
近似 该 方程 化 为 
a-et 一 全 | 人 


4 +24) 74 — 3 
1 1 sae ` 
+ log (1 一) 十 | (9.35) 
Hy aE Fe PA ee 
nis) 一 一 方 Gs[3 +y 1 log(l —3)) (9.36) 


右边 的 奇 性 以 及 四 阶 速 度 中 的 奇 性 消除 了 ， 采 用 因 于 :还 是 
为 了 防止 在 对 称 回 附 近 的 非 一 臻 性 。 在 灌 波 上 上 ， 上 述 结果 给 
出 


sl 一 et (4-2e ees 037) 


然后 代 人 第 二 个 灌 波 条 件 (9.19d), 得 出 


—_. tl @ ， 
Ry T G (9.38% 
有 上原 所 的 参数 来 表达 这 个 结果 我 们 发 现 茹 波 位 于 
wort ~ a $ [ADe 
x 8 M+— 1 
_~ 1 (r+ ef... ， 
12 [ M2:—1 | + (9.39) 


可 以 按照 Oswatisch 和 Berndt (1950) AIRE, H 
表面 压力 系数 (9.20) 表 过 为 
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y 


+ 2 log ft] È 
H 
E 
4 
Roe 
by 
He 


4 


Z 
| 
+S 
‘Bi 
Ez 


y AOR Oswarniser 8 Sjödin 1954) 


fae 
a 
am 


(rte? 


PRS. EBON EM ED. 


Te + 2log wa ~ ~le~ {2log2—1)+ i+ De 
x iier + leji 
一 | + 9.40 
+ = M?— |] C ) 


正如 我 们 所 预期 的 ， 这 些 结果 是 对 于 大 的 跨 声 速 相似 参数 


(vy + DeM 一 1 的 渐 近 展开 式 ， 在 图 9.7 中 ,表面 压力 
的 前 三 酚 近 位 局 Qswatisch 和 Sjödin 的 数值 解 进行 了 比较 . 


9.9 TPZ) ee ae St 


在 5.3 DRA BIE: 


小 钝 头 会 使 置 于 无 粘性 超声 速 流 


1 1 的 物体 下 游 处 产生 非 一 致 庭 ， 透 离 头 部 处 的 流 场 几乎 处 处 
接近 于 尖 头 物体 的 情况 ;然而 ， 在 物体 表面 上 ,由 于 沿 着 流 线 
RaR Me ST E Je Bae, A a a BK 
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E. 在 那里 ， 流 场 的 某 些 其 它 物理 量 也 必然 不 同 ， 这 种 变化 
REER EES IT CAS 9-8), PSP Bit WAR A BE A Sk 
ER E, 

Guiraud (1958) 首先 
把 小 鳄 头 效应 当 作 奇异 摄 
动 问题 来 处 理 . RR 
下 问题 ,这 时 ,物体 是 给 完 
B TEROR, OR 
体形 状 的 反问 题 ， 分 析 较 
为 简单 Yakura (1962) 
用 匹配 渐 近 展开 水 研 容 
Mach 数 为 无 限 大 的 完全 气体 流动 时 演 虚 了 反问 题 。 我 们 把 
Yakura 甘于 钝 午 的 钧 用 于 芒 模 的 特殊 情况 , AFE REHE 
了 人 分析， 但 杷 焰 度 分 成 两 层 对 它 具 有 明显 的 作用 ,所 以 ,我们 
需要 用 外 展开 、 叶 展开 和 内 展开 。 


EIs PÈ EMME. 


图 3,9 AARDAS. 


考虑 双 曲 线形 激 波 后 的 流 场 《图 9.9)。 Be 

s ARE, KORANE e’, 使 得 一 级 近似 是 尖 横 的 解 。 这 

样 ,我 们 便 可 对 于 小 的 头 部 半径 进行 参数 霹 动 , 而 Yakura 是 
对 大 * METAB a. BORER 

y= mt (9.417 
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在 反问 题 由， 由 流 函 数 由 为 零 可 以 十 分 方便 地 求 出 物体 
ER RMB HAS EE MEAR, E 


dd = pudy — prd x {9.42} 

TEJE 
连续 性 方程 ; (en). + (pre), = 0 (9.43a) 
Jare: pluu, + vts) + Pr = 0 (9.43b) 
?动量 方程 : plar, vey) + oy = 0 (9.43¢) 
ADE: u(P{ a"), + vlj) = 0 (943d) 


AEM RTP BER TEATR, HA 
数 这 样 一 个 事实 ， 这 个 方程 同 能 量 守恒 是 等 价 的 。 我 们 利用 
PME, Rik A, WAR BGA Von Mises 
变换 来 交换 Y 和 由 的 作用 ,这 样 做 是 有 好 处 的 于 是 ,微分 方 


程 (9.43) 就 变 成 
BEAR AS Se By 一 全 (9.44a) 
Ox i“ 
连续 性 方程 : oy 一 二 (9.44b) 
p ptt 
垂直 于 流 线 的 动量 方程 2e 4+ ÎE mo (9.440) 
Ox Ob 


Bernoulli F; m v t 27 | —? =1 (9.444) 


HERA: Pie = f(b) (9.44e) 

以 来 流速 度 D po 和 po U? 为 速度 密度 和 压力 的 特征 
量 , 将 流动 中 的 变量 无 量 岗 化 ,这 使 上 述 方 程 保持 不 变 ， 因 为 
激 波 斜率 为 


ay Ex 
-一 一 — 9.45 
ax af x? — et ( ) 


Rankine-Hugoniot 3 fA WEHE T ai A 
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mg) Cs er 


we 2 g xf 
7 十 1 (1+ ajr — e 


a tl 
Y — 1 
u=] eg (在 evr 一 el 上) 
7 十 1 C+ Pje e 
2 x vr 8 
yt + et We 
y =g t — gi (9.46) 
Alt, ERR LAA IRS O He 
P 2 T — 1 了 ht + g* + 
= 2 -一 9.44 
p AG 7 (1 十 ejg + 8° ( e) 


910 SURES ak Tie 


HEJER s STEN, LAM AL eA Swe 

小 扰动 间 题 (Hayss 和 和 Probstein, 1959, p. 47)。 初 始 条 人 性 

(9.46) 7208, 要 用 展开 成 6? 的 特级 数 方 读 来 改进 基本 解 . 

此 。， 我 们 作 通 常 的 高 超声 速 小 护 动 展开 (Haycs 和 Probstcin, 
1959, HZA) $ 

e ~ Lb salep) -b seles) + + (947a) 


om 人 + AERE AN D (9.47b) 
p ~ Pileg) 十 ePad) ee (9.47c) 
o™ plz, dy) + Ep road) + =- (9.47d) 
yY ~ Sa 由 十 BF) + eee (9.47¢) 
其 中 
ba (9.48) 
E 
EHAN, CEE r= CU) REN RARE, 
+203 


把 上 述 展 开 式 代 人 完整 的 问题 (9.44) 和 (9.46)。 让 的 同 
次 害 项 相等 ,得 出 一 级 近 忆 的 非 线性 方程 组 ,其 解 就 是 尖 秽 的 
解 : 


Pi m= p 一 
Y-I 
1 — 
a= ZEL, y, = 22 ty h (9.49) 
y— l y+1 


二 阶 近似 的 线性 方程 组 也 可 求 出 圭 闭 形式 的 解 。 然而， 注意 
BUNS (9.440 eH Tae 


Boyst] (9.50) 
P1 pi bt 


RMW BORAT, E d Oso, THE. RERE 
力 是 正则 的 ， 所 以 密度 在 物体 表面 上 具有 与 1/%i 相同 的 音 
性 ;同样 , " 是 正则 的 , y AAS 1/0, 相同 的 奇 性 ; * A) ot 
型 的 奇人 性 。 这些 非 一 至 性 也 出 现在 三 阶 和 高 阶 近 似 中 ， 


9.11 MRRP RI 


ARM T EERE + Aner, PUR 
BESI RA EK EAE, EI A eH 
社 来 处 理 这 种 非 一 致 性 ， 

虫 于 非 一 致 性 象 边 界 层 理论 一 样 ,发 生 在 一 条 由 线 列 近 ， 
所 以 只 需要 放大 法 向 坐标 ;就 可 以 了 。 根 据 (9.474d) , (9.49) 
和 {9.50) 三 式 , 当 中 为 小 量 时 ,密度 外 展开 的 性 态 为 


ex ti (1 -E e) (9.51) 
这 就 准 味 着 要 引进 新 的 自 变 莉 
gai? (9.52) 
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我 们 称 它 为 中 变量 ,因为 要 达到 物体 表面 ,还 股 再 进行 放大 。 


同 外 展开 相 比 较 , 说 胃 有 如 下 形式 的 中 展开 : 
De 

r ~ Ev xr) + evita) tee 

P ~ sples d) + etx.) + +o: 

e~ Akarsh) + eap) 十 


Y ~ eFax, p) + eple d) + alap) + + 


【9.53a ) 
(9.53b) 
(9.53c) 
(9.53d) 


+ (9.53e) 


把 上 式 代入 完整 的 方程 (9.44) ,并 按 渐 近 匹配 原理 (5.24) 同 外 


展开 (9. 行 ) 的 主 项 相 匹 配 , 得 到 的 一 级 近似 为 


De 一 = 2 
ad > Yax, 20} 7 了 x 
= 四 - 2 
i as #s(4,00) = TT 
OP) _ 5 一 2 
ap”? Pile ,00) = TT 
wk 2 raty] + 
A r++ P? 
Alero) = ZEL 
7 一 | 
2G, + 514+ 27 _ Bao, 
y—lp 
,(2,00) = —— 
OF, Ll Pri = 7 一 1 m co 
as PE yur? (4 市 一 co) 
这 些 方程 可 以 依次 求解 ,得 出 
”了 十 + 7 二 1 


{(9.54a) 


{9.54b) 


(9.54c} 


(9.54d) 


(9.54e) 


(9.54f) 
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y 士 1 Y-i Ep 
- 2 2Y (2 + ys 
go bon 9.55 
Cy bly (ry LPL j (9.95) 
了 一 了 人 十 人 
STE {2 f i( a ) ijas 


这 个 展开 式 在 物体 表面 附近 也 是 无 效 的 ， 因 为 在 那里 ， 
一 级 近似 的 速度 分 量 * 为 无 穷 大 ,密度 为 堆 ， 对 于 二 级 近似 ， 
映 请 识 分 (9.44e 导出 


yHolyy yh (9.56) 
i 
而 ft Pr 


RUG p 是 正则 的 . 因此。 由 于 式 (9.553)。m 具有 
Boe 阶 的 奇 性 . 


9.12 HEWARIT 

中 有 展开 的 非 一 致 性 说 明 ， 为 了 求 出 完整 的 解 还 要 第 三 个 
渐 近 展开 式 ， 按 有 照 (9.53d), (9.55), (9.56) 式 可 知 ; 对 于 小 的 
p. 密度 的 中 展开 的 性 术 为 


~ gar Et eee 
p yore (1+ rR ) (9.57) 
这 就 表示 要 引进 新 的 内 变量 
pat 2 (9.58) 
8 e 


FEAR SE AB ERK ERI ie, 
Tea) Re A Le ey en PAAR 


u a b+ PTD ear) eee (9.59a) 
gw 8V ilr g) + oss (9.59b) 
p~ ePilr, g) bse (9.59¢) 
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ep” erR Er, gp) +--+ (9.59d) 
yo e¥olx gr) + 6 TY Cr sg) + es (9.59e) 
代 大 完整 的 方程 ,并 同 中 展开 相 匹 配 ,得 到 


OY, 2 
一 0， Yifzsoo = — 9.60 
öy 9 oft ) yal x ¢ a) 
oP a 
-一 | -一 0, P, s oO) 5S- 9.60b 
og C ) y¥+l £ ) 
B2 (2 一 1 
RI rel iy bl itp 
R, (xg) ~ ZEL yw (2.600) 
y 一 上 
U, = —- Y P 
r—I1R, 
2Y 一 
Uile) ~ 一 ur 9.60d 
(x54) r+ 12” í ) 
ðY, 工 
By Ri 
YY 一 二 人 dt 
Y ~ — 9.60 
iCx,ar) Ylle A” ¢ e) 


这 些 方程 可 以 依次 积分 ， 得 出 
y 十 1 


2 
Yı = > R = 1 十 Hyr 
EZS rorta 
2 2y 1 
P= ,一 一 ———- (9.61 
' y+1 G Iput ( ) 


r—i |” dt 
于 ie +e)" 
BRRTRARAMRAM LAM, HRB AH Tr 
ARR RE SM: 
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2 Y 一 上 .2 人 dt | 
5m r 十 
vd, ay 


X si Vr p --- | (9.62) 


A Tee, SAB MERA, AH 9.9 
中 以 点 线 表 示 ; BOTW SE eee. aA 
边界 层 的 情况 一 样 , 由 于 钝 头 使 炳 .温度 增加 。 下 而 密度 相应 
地 减 小 ,所 以 质量 遂 量 减 人 小 了 。 因 此 ,在 正 问题 中 , (图 9.102) 
沿 波 盟 在 头 部 附近 离 物 体 更 近 了 ， 但 迫使 它 在 下 游 处 离 物 件 
EAT; 对 于 反问 题 { 图 9.10b) ,情况 则 不 同 ,必须 挪动 物体 . 
由 (9.54c) 和 (9.60b) 可 见 , MEM A EARE MAAS 
处 是 和 檀 明显 的 , 即 准 确 到 一 阶 近 似 , RAT. E 


{a} 


图 9.10 usc Hah. 4) 正 问 题 * by 反问 题 ， 


在 分 析 厘 细 长 秽 时 ，Yakura (1962) 已 经 计算 了 下 一 阶 
近似 解 ， 该 阶 近 似 在 式 (9.62) 中 增加 了 2 阶 的 项 :这 就 足以 
在 准确 烈 几 个 头 部 半径 的 程度 内 精确 地 描述 物体 的 形状 了 . 
Yakura 的 分 析 只 要 用 外 展开 和 内 展开 ,我 们 的 中 展开 基 由 
于 双重 极限 过 程 引 起 的 (参看 5.3 节 ), 此 时 , 头 部 半径 和 斜率 
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闻 时 趋 于 零 ， 图 9.11 指出 了 它 是 怎样 得 出 反映 三 个 展开 式 
特征 的 三 个 不 同 长 庆 的 。 这 里 我 们 默认 工 为 1 的 县 阶 ， 


Et 


ae 
at 
< <a | 
~, 一 ~- 


"i—i m w i Mme 
{a} (bj 
图 9.15 SHERRIE EE. a> its b> HER, 


$I3 锦 模 解 的 合成 展开 


为 了 展示 浪 场 中 的 狐 理 量 在 整个 激 波 和 物体 间 的 扰动 区 
内 的 变化 ， 我 们 要 把 不 同 的 展开 式 组 成 一 个 单一 的 合成 展开 
式 ， 它 为 由 两 个 以 上 的 展开 式 构成 一 个 合成 展开 式 的 方法 提 
供 广 一 个 顾 有 几 处 的 实例 (参看 习题 5.4). 

首先 考虑 密 麻 ,应 用 委 靶 法 则 645.34) 于 中 间 解 和 内 解 ,得 
到 


~ ral ( ete 9.63 
ON a Ng et (9-63) 


它 在 业 层 的 两 个 子 层 中 都 成 立 。 上 述 岩 达 式 在 取 中 极限 和 内 
Rha AANA, KER TAN. 重复 这 个 过 程 , 把 它 
同 外 解 相 结合 ,结果 保持 不 变 , 因 此 ， 这 是 在 三 个 区 域 中 一 至 
有 效 的 近似 表达 式 ， 

如 时 我 们 明 加 法 法 则 (5.32), 一 至 有效 近 似 为 

7 十 1 ge 17r dř + styr 

y— 1 [Iw + ( gt ) 
-(2)"] (9.64) 


st 


p~ 
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涯 然 , 它 间 前 者 基 等 价 的 ,由 于 前 者 简单 ,我们 宁可 采用 前 者 ， 
EBMT Yakura 厚 株 的 结果 . 
对 于 坐标 y， 三 个 近 做 式 可 以 写 为 


a 2 y 一 1 
1 ~ 十 9.65 
外 有 展开 : y 了 i Er 了 $ ¢ a) 


ye 2 7 一 1 
te JT; yr ex + - 
展开 Y 十 1 y+il 
x fo -F E — 1] de} (9.65b) 
-出 f 
2 7 -1 
are ~ ~- Bx 一 
Ae ~ir yT] 
wo 4y- 
x (a (9.65c) 
由 r+ e 


FCW ER FEE & REA RERET. HRE 
求 由 了 较 简 单 的 形式 : 


2 Y — |] epf BN VY 
~74 Set le E 
9~ oe tal? — SMe 


一 1| dt (9.66) 


上 式 相应 于 Yakura FA nt A RRO TR SBA TE 
结果 (参看 注 6 ). 

图 9.12 是 对 丁 e 一 0.437 时 (相应 于 20° AS TAH BRD 
BS Ft RL AE RAZ WDE SLES 24.5 售 半 径 处 , 激 波 和 物体 疗 的 密度 
分 布 ;图 上 还 有 外 区 ,中 区 、 内 区 的 近似 解 , 以 及 Yakure 的 结 
RCRA RRR). Wii BeBe © 
值 如 此 之 大 而 产生 的 误差 . 

Yakura (1962) 也 已 经 把 匹配 渐 近 展开 祷 应 岂 渊 MM = 60 
时 ,产生 旋转 双星 面 油 波 的 钝 锥 ,和 产生 旋转 抛物 面 激 波 的 物 
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体 的 轴 对 称 问 题 。 后 者 也 已 为 Sychev (1962) HASH oR 
同样 成功 地 得 到 解决 ; (ER Se oe Ee HER 
RE, 


图 9.12 Moor = 7/3, FE 20° R LAAR 24.5 
SME Eh AE a. 


习 题 
9.1 MRAEAARM. 作为 天 展 艾 比 机 辟 厚 度 效应 的 模型 , FREA 
于 网 长 光滑 旋转 体 灿 的 不 可 压缩 位 势 流 弄 (网 9.13)， 试 证 , 一 阶 近 似 
的 注 动 在 每 个 鹤 面 内 是 平 阐 流 动 * 但 直 控 灶 和 代 会 导致 交 们 本 Whitehead 
BUR CBN. CCAM RITE RRR. MSRM 
HRR H Munk 2k MCI: 在 一 三 球 玫 面 上 的 速度 等 于 最 
AGERE SAE RRR. MAPA, 试 解释 为 


*2Z11- 


ARERR MRO PEE, SESE. hed 
一 种 公正 方 益 * 并 了 予以 应 用 。 


AL rc 


FAS.93 引 成 于 姻 长 在 成 体 的 流动 . 


9.2 闫 要 机 的 江 力 机 票 ， 对 于 由 两极 揣 物 线形 弧 构 成 的 双 凸 平面 形 
状 机 翼 。 用 (9.15) 和 (9.15) 两 式 计算 二 阶 展 向 载荷 和 升 方 曲线 的 斜率 . 
提出 一 种 使 解 在 惰 梢 处 一 致 有 效 的 修正 方案 ， 这 论 束 形 平 再 形状 中 部 
FAM KEE DIE. 

9.3 AR UP. 28 ee FAL SIE MAS 
伍 定 常平 面 流动 。 在 平衡 对。Maca 数 为 y 2 IRE I E 
#4 (Vincenti, 1959) 

其 中 0<4<1,s EPIRIT (EAEI), MARR EID RR 
y = tsing HERRAR = 0). DR er Migr. te Faas 
MR E =r 一 y gy BABS 6.4) 改进 在 壁面 远 上 方 
非 -一 致 在 效 区 域 中 的 结果 ,构造 -- 致 肥效 的 一 阶 近 位 ,并 同 Vincenti 的 
解 进行 比较 ， 
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ATE ” 报 动 理论 的 其 它 方面 


14.1 引言 


最 后 这 一 章 冰 述 摄 动 理论 的 着 干 专题 ， 我 们 首先 考 虚 处 
理 青 蜡 气 动 问题 的 几 种 方法 ， 这 几 种 方法 称 前 面 几 章 所 使 用 
的 丙种 标准 方 靶 是 不 相同 的 .其 次 讨论 对 数 在 振动 展开 中 的 
独特 作用 .然后 比较 详尽 地 研究 “从 发 散 级 数 或 慢 收 和 伍 级 数 获 
得 精确 结果 ”这 个 引人入胜 的 问题 。 最 后 我 们 讲述 , 当 两 个 不 
税 的 摄 动 展开 式 不 能 在 匹配 渐 近 展开 法 意义 上 相 匹 配 时 ,如 
何 把 它 们 连接 起 来 的 方法 ， 


10.2 合成 方程 法 


在 第 八 章 , 我 们 看 到 Oseen 是 怎 樟 用 部 分 保留 被 略 去 的 
对 流 项 的 方法 。 来 消除 小 Reynolds BOMB) Stokes 近似 的 非 
一 致 竹 的 。 这 种 想法 同样 也 适用 于 下 微分 方程 产生 非 一 致 性 
的 任何 奇异 摄 动 问题 。 进 行 的 步 又 如 下 ; 

(a) 从 微分 方程 中 找 出 下 面 这 类 项 ， 在 直接 展开 时 略 去 

它们 就 会 产生 非 -一 致 性 ; 

(b) 尽 可 能 地 把 这 类 项 作 近 似 。 并 保持 它们 在 非 一 致 有 

效 区 中 的 主要 特性 ; 

Cc) 求解 所 得 的 合成 方程 

Lighthill (1948) 和 Cheng (1962) 4 经 把 这 种 特定 的 方 
法 分 别 成 功 地 应 用 于 确定 激 波 位 置 和 研究 倾斜 圆锥 绕 流 的 肖 
层 问题. 

不 过 。 合 成 方程 法 总 好 象 不 如 原先 讨论 过 的 那 两 种 较为 
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FMI AE, Eh Reynolds 数 流 动 问题 中 (第 八 章 )， 人 
程 共 的 缺点 是 明显 的 ， 在 该 问题 中 , 粗 对 而 言 ,内 外 展开 式 
Oseen 方程 的 合成 解 要 简单 些 ， 所 以 ,在 滞 牙 问题 中 ， 
尘 已 为 变形 坐标 法 所 取代 (9.6 节 ; Lighthill 1949 b); 对 于 
涡 层 间 题 ; 则 为 匹配 渐 近 展开 其 所 取代 (Munson, 1964). 
作为 例子 ,可 以 再 来 考虑 半 无 限 平板 的 边界 层 疝 题 (第 七 
章 ), 以 说 明 合 成 方程 法 的 不 足 。 根据 经 验 (7.14 节 )， 我 们 使 
用 抛物 坐标 。 在 该 坐标 系 中 由 Navier-Stokes 方程 得 至 习题 
8.1 DRAB AR. BRET » 一 0。 可 得 
(p: s — h, jr) te ten 一 0 (101) 
这 个 方程 在 边界 谋 内 不 成 立 。 在 该 区 域内 把 Prandl ATE 
应 用 于 完整 的 Navier-Stokes WE, at 


a |? one 二 behan T Pabi tT E 


现在 ,我 们 来 求 把 上 述 丙 种 近似 都 包括 在 内 的 合成 方程 ， 
在 式 (10.2) 中 , 仅 第 一 项 不 出 现在 式 (10.1) 中 。 现 把 它 补充 到 
AGS i), ERNA OE 
+ - 
由 于 我 们 所 到 的 人 誉 标 对 这 个 问题 来 说 是 最 优 坐 标 《7.13 节 )， 
所 以 可 以 认为 ,以 扳 物 坐标 表达 的 Blasius ME LIRA RE 
合适 的 解 : 


2» sm] = 0 (10.2) 


PEMD) 一 J vet (%) (10.4) 

然而 ,通过 验证 说 阴 。 它 并 不 是 方程 (10.3) 的 解 ， 事 实 上 并 不 

存在 简单 的 解 ， 在 同时 处 理 内 外 区 的 困难 了 时， 我 们 给 让 己 据 
出 了 一 个 机 手 的 问题 . 

当然 合成 方程 不 是 唯一 的 .可 以 把 从 完整 的 Navier-Stokes 
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方程 中 略 去 的 任 一 项 以 及 位 势 流 方 程 弱 以 任 一 已 数 因 子 。 加 
到 式 (10.3) PE, AM, CARO. RAAT Mew 
CHEM ART AAD GRADE. FO, eM 
一 为 


v Bi — 2 (hee 于 bay) | 
+ [eee — &, 2) +286, —nde)| 


x Chee 十 中) 一人。 (10.5) 
但 是 ,对 于 选择 合成 方程 ,对 问题 的 理解 确实 证 有 给 予 我 们 任 
何 启示 . 


10.3 合成 展开 法 


直接 得 到 一 臻 有 效 解 的 一 种 更 有 前 途 的 方法 是 ， 代 入 一 
个 假定 的 合成 展开 式 (SA 5.47). Lana (1951) 指出 ,人 
们 往往 可 以 从 观察 内 解 (“边界 层 解 ”) 来 推 炳 所 需 展 开 式 的 形 
式 : 它 为 我 们 提供 了 有 限 个 特定 的 基数 作为 展开 式 的 基 . 
FRAIL Friedrichs 的 数学 模型 (5.1) 为 例 来 说 明 这 种 方 
cE. AR Gob AAR e74 有 有关， 由 于 对 它 进行 微 商 后 , 仍 
得 到 原来 的 承 数 ,就 不 再 需要 烈 的 特定 的 函数 了 。 所 隐 ，Larcs 
假定 合成 展开 式 的 形式 如 下 : 
Ferie) 一 下 (sy t eple +--+] Te TAG) 
| (10.6) 
把 它 代 入 式 (5.1), Jatt e 和 因子 ew AURA, 得 出 
fima, 页 一 0 jCO) + ACO) = 0, fA1) = 1 (10.7a) 
= 一 0 An = hm- STO, f(D) + 4,,(0) = 0, 
fall) = 0, mp2 (10.7b) 
求解 上 述 方 程 ， 得 到 f= (l-@)-ax, h = 一 {E — a), 
+213: 


imo An 一 0。 因此 ,其 解 为 

fixie) ~ (1 — a)l — e*t] + ax (10.8) 
这 个 结果 被 认为 是 在 我 们 所 关心 的 区 闻 O<e 21 中 一 致 有 
歼 的 ,其 误 盖 小 于 的 任意 次 苦 ， 同 精确 解 (5.2) 相 比 较 , 可 
见 工 述 结论 是 正确 的 ， 

在 较 复 杂 的 同 题 中 ， 内 解 及 其 导数 可 能 提供 了 一 个 以 上 

的 迅 变 特定 隔 数 . 璧 如 ,我 们 考虑 在 针 卡 儿 举 标 系 中 半 无 限 平 
板 的 线性 化 Osen 方程 (3.16)}。 边 界 层 解 包含 了 余 误差 沙 数 
erfe (312R Ys), 我们 还 必须 将 其 导数 exp (— 7 /4Rx) 包 
插 在 内 ，。 而 高 阶 导数 没有 给 出 任何 新 函数 。 提 特定 函数 自 变 
量 的 形式 加 以 后 广 可 能 也 是 必 机 的 ， 可 以 人 允许 它 是 在 分 析 过 
程 中 特定 的 、 所 有 坐标 的 光滑 函数 。 由 于 用 上 述 两 种 方法 作 
了 改进 ， 绕 平板 Osen 流动 流沙 数 的 合成 展开 式 取 如 下 形 
A: 
lr, V5 R) ~ (file, y) RMAC, y) te] 

+ erfef glx, DIRTI Lal, 9) FRAC, Y) 

+o] + explela, y/ROMAC, ¥) 

+ Rkir, y} -t ---] (10.9) 
本 例 中 ,引进 函数 & 允许 改变 自 变 量 ， 这 一 点 是 最 重要 的 ;但 
对 于 上 面 一 个 例子 , 这 就 不 必要 了 .事实 上 ， 我 们 发 现 els, 


”s BAE e H” —«|, BS a th oy eR A 


SPH, Ber BPA SET Kaplan (7.13 节 ) 的 最 优 举 
E. PR TPT. JARRA REA Latta (1951) 
的 文章 ， 

可 能 遇 到 更 复杂 的 情 匈 ,无 其 是 在 非 线性 同 题 中 ， 对 6.2 
节 的 典型 间 题 来 说 , RAR (6.18) APH RAS RR S 
数 有 无 数 个 ， 还 有 ， 观 察 内 解 也 不 一 定 总 是 能 给 我 们 指出 特 


人 + 


Ree KL ae a, 


10.4 多 重 尺度 法 


可 以 慨 定 一 个 更 一 般 形 式 的 台 成 展开 式 ， 以 避免 刚才 所 
提 到 的 困难 .如 5.3 节 所 述 , 一 个 报 动 解 是 奇异 的 ;这 是 因为 
关于 某 个 坐标 , 它 含 有 两 个 不 同 的 长 庶 尺 度 {参看 注 14), A 
Hh, Cochran €1962} 和 Mahony (1962) jA%, EAS RIEL 
Am RS RMT IAA, et. SRS 
ICES, MTT BS eI. 这样: 我们 就 可 以 采用 
Ee Leo T. Cole 和 Kevor kian (1963) HE HLT 
EMMA. 

我 们 还 是 用 Friedrichs MM (5.1) 作为 例子 。 MARR 
HES SAH ARK RT x 本身, 而且 依赖 于 r/e, X 
一 点 是 很 明显 的 。 因此 ， 我 们 假定 如 下 形式 的 渐 近 展开 式 ， 
flx) ~ filr, X) + shlar, X) + Bix, RK) + :10.10a) 
其 中 


X= x/ (19.10b) 
要 求 上 述 展开 式 不 仅 在 区 间 Oe 所 1 中, TAR 0X 
< oo 中 是 一 致 有 效 的 ， 为 了 保证 成 一 co NCAT x > 0, 
s 一 0) 的 一 致 性 ， 必 须 加 上 某 些 限 岳 。 实 际 上 ,这 是 该 方法 
的 症结 所 在 ， 

我 们 当然 已 经 用 偏 微分 方程 取代 了 常 微分 方程 。 但 以 后 
我 们 会 看 天 ,实际 上 ,这 并 不 会 使 问题 复杂 化 ， 代 入 式 (5.1)， 
证 的 辐 次 军 项 相等 ,得 到 如 下 的 方程 组 ; 

fixa H hx = 8 (10.114) 
hxx + hx = a — 21x — fis (10.11b) 
foxx F fmz m — 2htm—aex fms 一 大 omrs 


m 2 3 {10.11c) 
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虽然 它们 在 名 义工 是 偏 微分 方程 。 但 第 一 个 方程 在 形式 上 完 
全 同 第 一 个 内 方程 [ 式 (5.5), e 一 1] 一 样 , 且 情 帝 往 往 总 是 如 
此 。 该 方程 的 解 汶 

f(x, X) = eilr) + dx)e > (10.12) 
3X AS OR ae) 和 dG) 仍 是 任意 的 . 

这 时 ,论述 十 分 类 似 于 Lighthill 的 变形 坐标 读 [ 第 六 章 ). 
HEARE (10.10) 是 一 致 看 效 的 ， 当 日 一 0 时 ， 比 值 
Lifes hih 等 等 必须 是 一 的 数量 级 。 因此， 我 们 要 求 : 

“对 于 自 变 租 的 所 有 什 ， 当 sa 一 0 时 , SBT CE 

ENTRAS EARE WA PS SERRE AL (10.13) 

ARB. 上 述 论 断 对 各 阶 导数 都 成 立 .” 
显然 它 十 分 类 似 于 Lighthill 原理 (61). 

正如 变形 坐标 法 一 样 ， 可 以 通过 考察 二 阶 方 程 而 不 必 求 
解 来 获得 一 致 有 效 的 一 阶 近 似 。 对 于 我 们 这 个 例子 ， 二 阶 方 
FE (10.11b) 成 为 

fxx + fx = a — cv) + dilde Y (10.14) 
T ee ol SP (a 一 oc)X HO. RX oo tt & 
TE — Birth — B ERRE BEE A, 可 选 定 cite) 
一 4 来 消除 它 ; 同样 , 余下 的 特 解 将 包 人 省 有形 如 一 diXe 的 
项 ,这 一 项 当 Xoo 时 , 会 使 了 MOM RK PHRMA 
SEE ER, Al, 我 们 选 定 虱 (x) 一 0 来 消去 右边 的 项 . 
HA r/e RER (10.12) 中 的 六， 并 加 上 (5.1) 的 边界 条 件 ， 
可 以 得 到 常数 ct 和 4& 的 值 . 

MTR SAA, BPR LARS, IE 
如 前 一 种 方 靶 一样 ， 置 


X= 0, e(0}=9 (10.153 


从 而 拓 广 了 放大 学 标 《10.10b) AT, eM RO PEE 
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的 。 Ah e ERM. MRA RANI, KA 
数 在 分 析 过 程 中 加以 确定 。 对 于 本 例 ， 读 者 可 以 验证 ， 法 则 
(10.13) BR g(x) 一 1。 当然 ,8 TIEA A 
4S, e 可 以 用 摄 动 参数 的 其 它 才 次 图 数 或 别 的 函数 来 代替 ， 
浙 近 序列 可 以 包含 不 同 于 s BRK, PST A 
变 大 攻 ， 偏 微分 方程 的 维 数 仅 增 加 一 ， 但 函数 必须 依赖 于 
WA SENOS edt, Cochran (1962) 给 出 了 几 个 有 启发 性 的 仿 
子 . 

”我 们 看 到 ,多 重 尺 度 法 和 上 一 节 讨 论 的 方法 ,把 巨 配 渐 近 
展开 法 得 到 的 内 解 变 成 一 致 有 效 渐 近 解 . 因此 ， 它 们 显然 回 
答 了 “怎样 推广 最 优 华 标 概念 ”的 问题 (7.15 节 )。 正 是 由 于 
函数 & 的 作用 ,给 我 们 提供 了 使 仅 标 系 最 优化 所 需 的 自 齐 诬 。 
随 着 上 述 方 蕉 的 进一步 发 展 ， 其 中 之 一 可 能 取代 原先 所 用 的 
那些 方法 ,并 成 为 处 理 奇 异 摄 动 问 题 通用 的 ,可靠 的 方法 。 


10.5 ”对 数 项 的 盛行 


热衷 于 摄 动 蔡 的 研究 者 ， 经 常 因为 在 完全 出 人 高 料 的 场 
合 出 现 对 数 项 而 感到 惊 军 ， 流 体力 学 最 近 的 历史 ,记载 了 一 
些 落 名 学 省 似乎 合理 地 假定 了 展开 式 为 小 参数 的 短 级 煞 而 
唱 到 失败 的 事例 。 正如 第 三 章 提 到 的 ， 困 难 首 光 给 予 我 们 的 
启示 是 ， 训 和 随时 怀疑 基 否 会 出 现 对 数 项 ， 对 数 项 会 出 现在 参 
数 摄 动 和 坐标 反动 同 题 中 ， 这 一 点 已 为 前 面 几 章 大 量 便 子 所 
说 明 , 辟 如 参看 {1,2), (1.4), (1.6), (3.24), (3.27), (7.47), 
(8.38), (8.48), (9.18), ELE (9.40) Bah, BRR Stewartson 
(1957, 1964) 在 各 种 粘性 流 问 题 中 , BST loglog 项 ,但 这 
种 情况 极 少 ， 

产生 对 数 项 有 种 种 穴 因 ， 在 荣 些 间 题 中 ， 这 自然 是 由 于 
柱 对 称 的 绿 故 ， 警 如, 甸 长 体 理 论 (9.8 节 ) 就 是 如 此 。 这 时 ， 
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Sy AHR TR Bessel 函数 Ko, LL MU ee Bie 
EJA SR AH REV Sech™ Ze Xf PR REPL EREE, 

出 现 对 数 项 的 另 一 个 普遍 原因 是 小 指数 , 式 [4.50) 或 是 
一 个 例子 , 它 说 朋 了 展开 式 为 什么 是 非 一 致 有 簿 的 。 正 如 4.7 
节 观 凸 性 型 那样 ， 这 种 情况 总 发 生 在 方程 为 查 匀 型 性 质 的 小 
转角 附近 .如果 我 们 深信 这 是 一 个 正确 的 判断 ， 就 可 以 直接 
用 近似 整 数 寡 来 此 替 对 数 , 从 而 使 其 解 成 为 一 致 有 效 的 (习题 
9.1; Munson 1964), 

在 粘性 流 的 逆 上 坐标 展开 时 ,似乎 常常 要 有 对 数 项 ,以 保证 
费 量 的 指数 型 衰减 【7.11 季 )。 在 别 的 问题 中 , 出 现 对 效 项 的 
原因 更 不 清楚 ， 它 们 之 中 很 多 是 奇异 气动 问题 。 人 们 只 能 从 
哲理 上 推断 : 因为 分 数 寡 的 描述 方式 不 能 包罗 万 闽 ， 而 对 数 
ER Fe FE RY i a] AY 

后 省 的 典型 展开 式 从 报 动 量 的 简单 得 开始 ， 其 对 数 仅 线 
性 地 出 现在 第 二 ,三 、 其 至 第 五 项 中 ,此 后 ,对 数 逐 步 递 增 的 整 
数 次 晨 有 规则 地 出 现 (虽然 有 时 仅 每 隐 几 步 出 更 一 次 )， 在 青 
晃 摄 动 问题 中 , 警 如 说 内 展开 式 中 有 对 数 项 , 这 就 迫使 它们 通 
过 各 项 阶 次 的 变化 (发 生 在 把 内 变量 写成 外 变 基 时 ) 在 下 一 步 
HEER H, 

于 是 , 当 对 数 项 首次 型 现在 高 阶 项 中 时 ,必定 还 伴 堕 其 摄 
动量 同一 者 痰 的 代数 项 ， 对 数 项 比 代 数 项 容易 计算 得 多 ， 因 
沪 疡 满足 齐 次 微分 方程 ， 但 是 ,在 逐次 近 己 过程 中 ,必须 把 两 
项 合 在 一 起 ， 作 为 单独 的 一 步 。 改 变 摄 动量 (3.1 节 ) 就 把 一 
个 带 数 从 对 数 项 转移 到 代数 项 中 来 ,从 这 一 事实 可 见 , 这 两 项 
显然 是 紧密 相关 的 ， 

对 于 摄 动量 实际 数值 而 言 , 它 的 对 数值 同一 差别 不 大 ,以 
ee ERO LRA RL, RRM BAS, fi 
且 , 经 验 告 诉 我 们 ， 这 两 项 的 符号 必定 相反 ,而 县 它们 的 和 往 
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往 要 比 单独 每 一 项 要 小 得 完 ， 所 以 内 保 镶 对 数 项 可 能 侯 淮 确 
度 要 差 一 些 。 椭圆 机 可 升力 的 展开 式 《1.6) 就 是 一 例 ， 对 于 
A = 6.37, E 

a a Jl — 0.314 — 0.074 + 0.088 + ---}) (10.16) 


而 Krienes (1940) 计算 的 准确 值 为 455。 两 项 近似 的 误差 
为 5 驶 ,对 数 项 使 误 盖 增加 到 15 % ,而 代数 项 又 把 误 将 减少 到 
3%, MA, WER (1.2) 和 (1.4) RAR, RAM 
虽然 有 理论 意 尺 ,但 只 有 在 算出 了 下 一 项 以 后 , 它 才 有 实际 价 
第 同样 的 提 法 适用 于 对 数 的 N 次 短 项 ， 必 须 把 它 同 包含 对 
数 低 次 桂 的 如 项 伴随 项 归并 成 一 项 . 

在 8.6 节 中 ,我 们 已 经 看 到 , 对 数 项 的 出 现 可 以 严重 地 限 
制 摄 动 级 数 的 适用 范围 ， 到 下 面 的 10.7 Wh, 我们 再 来 讨论 
这 个 问题 。 


10.6 级 数 的 改进 ;自然 坐标 


人 们 只 能 计算 一 个 扰动 级 数 的 几 项 ， 通 凋 不 超过 两 项 或 
三 项 ,几乎 从来 没有 超过 七 项 的 (参看 注 15). 所 得 到 的 级 数 
往往 收 合 得 很 惕 ,甚至 是 发 散 的. HE. SEJLA Aa 
SLA ES DA BR 

Shanks (1955) 在 一 篇 令 人 鼓舞 的 文章 里 ， 有 说 服 力 地 
TMM. HBT RE MARR, RAIL 
个 来 自流 体力 学 ， 下 述 数 项 级 数 是 一 个 简单 的 例子 : 


= 一 4 人 一 二 + 二 一 roi 


pie +) (10.17) 


这 个 级 数 是 收 敏 的 ， 但 速度 乙 得 令 人 厌烦 。 下 表 第 二 列 所 示 
“221 。 


的 七 项 部 分 和 仅 准确 到 一 位 有 效 数 字 。 要 太公 六 位 数字 的 精 
度 , 得 计算 400000 Ih, FARRAR. CMR LAs 
着 # 的 六 位 以 上 有 有效 数字 的 信息 . 


S, 5 区 Sm eilse) cia) 
4.0000000 
2.6666667 3.1666667 
3.4666667 3.1333333 3.1421053 
2.8952381 3,1452381 31414502 3.1415993 (10.18) 
3.3396825 3.1396825 3.1416433 
2.9760462 3.1427129 
3.2837385 


这 里 ,第 三 列 是 由 第 二 列 利用 以 下 非 线性 变换 产生 的 : 


Sagina- — S} 
S,) 一 一 人 Ia 一“ 10.19 
eat ) Sn toned = 28, ( ) 


重复 这 个 过 程 得 到 以 下 各 列 ， 最 后 一 列 可 准确 到 六 位 数字 ， 
再 一 次 应 用 这 个 变换 于 较 下 的 对 角 线 ， 可 以 进一步 提高 准确 
RE. Shanks 详尽 讨论 了 上 述 变 换 和 有 头 变换 . 

在 摄 动 问题 中 ,事先 考虑 适当 地 选 定 摄 动 生 , 这 是 重要 的 
(参看 3.1 节 )。 对 于 坐标 展开 来 说 ， 就 是 要 使 用 一 组 自然 从 
标 。 它 的 概念 决 不 像 最 优 坐 标 那 样 准确 ,然而 ,有 些 间 题 显 然 
志 合 于 基 一 种 特定 的 坐标 系 。 在 该 举 标 系 中 ， 通 常 能 给 出 谨 
令 人 满意 的 结果 。 在 具有 抛物 线形 边界 的 问题 中 ， 抛 物 坐 标 
比 笛 卡 儿 和 坐标 或 其 它 举 标 更 为 优越 ,这 就 是 一 个 很 好 的 例子 . 
对 于 于 无 限 平 板 这 一 极限 情形 ， 第 七 章 曾 讨论 了 边界 层 理论 
中 抛物 坐标 系 的 作用 .。 i 

BOARTE i A ERE ye FE A, 
我 们 根据 
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rb iy = OG + in +11 (10.20) 


Se SMEAR OE, on, E SK BBE AH p RAH a= 
来 描述 ， 然 后 把 对 称 轴 附近 、 符 号 不 规则 变 八 的 Cabannes 
BR (3.25) 改写 成 以 第 二 项 起 符号 正 负 相 闻 的 级 数 (Van 
Dyke, 19385); 


Sapo fap hawt 2 ay 


= 2 3 
15235 35416 
— l—wy +o (1 ameg 
648 ( 1) 243 ( n) 
5656651 
nt .2 
3832 € 1) (19.21) 


图 10.1 GAR, RPA RR LAS RBA TK 
展开 式 在 物体 头 部 附近 是 发 散 的 ,但 不 象 笛 卡 儿 尘 标 中 的 展 
FABRA ER, 

第 三 个 例子 是 在 抛物 面 上 磨 阻 的 Blasuis 级 数 (15)。 把 
这 个 级 数 用 抛物 坐标 来 表达 [在 式 (10.20) 中 用 s 代替 47, 
给 由 (Van Dyke, 1964 a} (BRY 12) 


SVR cy = 1.23259E — 1.7264353 + 2.11376" 

— 2.441928 + 2.731498 — 2.993435" 

十 - (10.22) 
数值 试验 (习题 10.3) 往往 可 证 实 基 有 理论 很 据 的 一 种 猜测 
即 收敛 半径 几乎 增加 了 50 能 ， 

10.7 有 理 分 式 


把 Shanks 的 非 线性 变换 (10.19) MAFRA I + as 
+ 十 js? 十 ，… 的 前 三 项 , 给 出 一 个 简单 的 有 理 分 式 
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{bi 


图 10-1 M=, r= 7/5 时 3 Bese Tn A RAE 
流 函 数 的 级 数 展开 式 ，(a] Bese, (b> MEER, 
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at’ 一 号 = ža (10.23) 
d — pe 
它 往往 是 比 原 先 宇 项 看 准确 的 级 数 和 的 近似 表达 式 . Bin 
说 ， 若 原 级 数 是 几何 级 数 ,不 管 它 是 收 雍 的 ,还 是 发 散 的 ， 上 
式 给 出 了 和 的 准确 表达 式 。 这 个 事实 往往 能 够 解释 为 什么 
Shanks 变换 应 用 于 像 (10.17) 这 样 的 级 数 时 , 能 够 取得 成 功 ， 
这 个 级 数 显然 基 “ 近 几何 ”性 夺 的 ， 
ARRAS STE ERE AA. Shanks (1955) Biv tg 
造 高 阶 的 有 理 分 式 . 于 是 ,由 圆 球 阻力 Oseen 近似 的 Goldstein 
级 数 (1.3) 的 前 五 项 , 得 出 
R e,m 73920 + 66600R + 10800R (1024) 
6x 73920 + 38880R + 689R? 
其 中 ,RR 是 以 半径 为 参考 长 度 的 Reynolds 数 ， 这 个 公式 直到 
R 一 10 仍 同 更 准确 的 计算 结果 十 分 吻合 ;而 原 级 数 当 R 超 过 
1 时 就 不 能 用 来 计算 了 ， 当 六 一 一 1.97 和 一 54.4 时 ,有 理 分 
A 《10.24) 的 分 母 等 于 堆 . 虽然 后 者 太 大 , BAHAR Al 
AAA RR {1.3) HES R = —2 处 硒 点 的 限制 ， 
这 一 点 似乎 是 合理 的 ， 因 为 从 式 (8.17) (8.18)， 显 然 可 以 看 


出 ，Oseen 流动 的 自然 参数 是 二 R, 用 该 参数 来 表达 , 奇 点 位 


于 复 平 面 上 一 1I 处 (参看 3.5 Fi) (BS Be 2,2 15), 

同样 地 ，VWan Tuyl (1960) 由 内 = 一 2 时， 热 物 面 激 波 后 
流动 的 Cabannes 级 数 (3.25) 积 它 在 抛物 坐标 中 的 相应 级 数 
(10.21) 构造 了 有 青 分 式 。 从 (10.217 得 


= == f°] — 0.73878C1 — n} — 37.82701 — y} 


+ 72.098C1 —yPYI/[1 # 4.59461 — y) 
— 13.212(1 — Y — 3.5958(1 — Yl} (10.25) 
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尽管 原 级 数 在 物 面 上 是 发 散 的 (图 10.1), LRAMROREA 
给 出 了 谁 确 到 四 位 有 效 数 字 的 脱 体 距 离 入 ， 同 数值 解 非常 一 
z. FRAMERS, LAE ILRI 
的 相应 的 有 理 分 式 会 成 为 无 穷 大 ， 这 个 事实 充分 证 实 了 采用 
抛物 坐标 的 忧 越 姓 ， 

可 以 把 这 一 方法 大 胆 地 应 用 于 Cabsnnes 关于 钝 体 问题 
甚 它 工 作 .。 箱 用 当 物 体 赛 然 起 动 后 ， 以 时 间 才 级 数 表 达 的 脱 
体 工 离 的 前 两 项 构造 一 个 有 理 分 式 ， 因 为 当时 间 无 限 增 二 
时 , 它 仍 是 有 限 的 ， 记 以 可 期 望 它 能 估算 定常 流 的 脱 体 距离 。 
“4M =o, Y 二 715 时 ,给 出 


A 5 \ e 
a 


~ +a- DŽ (2) 


(10.26) 


对 于 平面 流动 (* 一 2)， 它 趋 近 于 0.429 这 个 值 比 原 来 的 结 
妇 更 加 接近 于 芒 柱 的 准确 数值 0.377， 它 的 成 功 ,似乎 使 计算 
展开 式 以 下 各 项 的 工作 是 值得 的 ， 如 3.9 WBA. HA 
MUA EMER RRR, Kitt, ABs (10.26) 给 
出 0.214, MARRARA 0.128, ATHEIST EAT Y 
擂 到 无 穷 远 处 的 这 种 方法 的 其 它 数值 试 驴 , 将 在 可 题 10.7 和 
10.8 中 提出 。 

需要 一 种 类 似 于 有 理 分 式 的 方法 ， 以 改进 如 式 (1.4) 那 
种 售 有 对 数 项 级 数 的 适用 性 ,但 还 没有 取得 明显 的 结果 ,我 们 
举 一 个 部 分 成 功 的 例子 。 类 似 于 Prandt 的 结果 (9.1 e), W 
BMRA DR 1.6) 可 以 改写 成 


A (10.27) 
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事实 上 , 在 Krienes (1940) 的 分 析 中 , kK AN 
然 地 得 到 的 (常数 不 同 , 不 正确 )。 它 的 准确 度 大 大 趣 改 进 了 ， 
Bin, A 一 2.55 hj, REA 11 多 减 小 到 1G, RAB 
级 数 在 较 小 的 4 夺 才 趋 于 无 穷 , 但 它 仍 要 趋 于 无 穷 ,这 是 这 种 
修正 的 缺陷 (图 9.4)， 显 然 这 里 还 有 进一步 改进 的 余地 (参看 
注 13)。 


10.8 Euler 变换 


上 节 所 用 的 变换 。 尽 管 其 用 处 很 明显 ,但 有 一 个 缺点 是 ， 
由 于 不 了 解 它 的 机 理应 用 时 通常 带 有 -一 定 醚 意 性 、 家 目 性 ， 
当 我 们 还 下 知道 限制 收 令 性 的 奇 点 的 性 质 和 位 置 时 ， 这 是 不 
可 避免 的 。 不 言 而 喻 ,我 们 也 不 是 总 象 上 述 那 些 例 子 一 样 ,能 
取得 如 此 明显 的 改进 的 . 

和 如果 进一步 了 解 发 散 的 原因 ， 我 们 就 可 以 处 理 得 更 合理 
些 ， 因 而 成 功 钓 可 能 性 更 大 些 。 佛 如 我 们 虽然 不 知道 闸 点 的 
性 质 , 却 可 能 知道 它 的 位 置 。 正 如 3.5 节 所 述 , 一 个 仅 当 报 动 
量 为 正 实数 时 有 物理 意义 的 震级 数 良 开 式 ， 由 于 在 复 平 面 上 
别 的 地 方 有 青 点 [通常 在 负 实 轴 上 ,车 用 最 自然 的 方式 来 选择 
变量 , 就 在 一 1 处 ) 而 受到 艰 制 。 这 是 在 应 用 力学 中 经 常 发生 
的 情况 。 这 可 以 从 最 基本 的 考虑 得 知 ， 或 者 象 式 (10.24) BB 
样 ,从 有 理 分 式 得 到 启示 ,或 者 纯粹 是 推测 . 

3.5 节 提出 ,在 上 述 情况 下 。 通 常 可 以 必用 新 参数 的 竺 级 
数 来 改进 原 级 数 : 


£ 
让 一 一 10.28 
1+ 8 ( ) 


其 结果 是 有 理 分 式 的 特殊 情况。Euler 变换 的 目的 是 . 把 s 

一 一 1 处 的 奇 点 变换 到 无 穷 远 处 。 要 是 在 复 平 面 上 没有 Sl 

Mar As WRK REAR RRA A. Bellman (1955) 讨论 了 它 
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在 示 用 力学 中 的 各 种 讽 用 ,我 们 举 由 取 崩 第 一 章 的 三 个 例子 ， 

首先 ,再 来 落 卢 抛物 而 上 摩 阴 欧 Blasiu 级 数 式 (1.5). 它 
可 变换 成 更 自然 的 括 园 坐标 的 形式 (10.22), 以 而 得 到 一 些 牙 
进 《 参 看 注 12). 后 一 种 形式 的 级 数 收 颌 半径 显然 是 一 。 无 
Be” REH RAR E E e d 姓 有 耕 点 的 结果 ， 因 为 
EE ETAR, BHAGAT EI. Alay Euler 变换 应 
ALLO +E) 的 害 级 数 Van Dyke (1964a) ; 

> EW Re, ~ 1.23259 G E) — 0.49384 -E Í 


P 
-- 0.10650 (- Eo) — 0.04733 G D) 


— 0.02675 vee) — 0.0172 (- E) 

— (10.29) 
现在 ， 它 的 系数 减 小 但 比 1/n? GREER, GRAB EE Fie 
St, RBA Blir = aj USB mB, me, 4 
E =o 时 有 可 得 到 平板 解 Blasius AY 0.664 (7.10 47), 逐 
级 部 分 和 为 

1,743, 1.045, 0.894, 0.827, 0.789, 0.765-- (10.30) 
仔细 研究 后 。 可 以 肯定 它们 确实 是 收 租 于 Blaius A, F 
Æ, Bais 级 数 的 收藏 半径 被 伸展 为 无 穷 大 了 。 

第 二 个 例子 , 我 们 普 手 改进 Chester 计算 的 Newton 级 
a7) ERT M=% 时 ， 产 生 扫 物 面 激 疲 的 鳄 体 的 陪 
体 距离 。 有 理由 认为 {Van Dyke，1958b)，。 用 这 种 航 有 希望 
的 方法 可 得 到 r < 11/5 了 时 收 敏 的 展开 式 , 这 个 7 值 在 实际 
上 是 达 不 到 的 。 ZR WAER IRS, SAU, vr 一 7/5 
时 , 摄 动 参数 人 y 一 1)/Cr + IR 1/6, 级 数 为 


Š = = (1 — 0.667 + 0.433 — 0.306 + -- ‘) (10.31) 


= 226 + 


这 个 级 数 不 能 用 来 计算 ， 
根据 采用 折 然 坐标 的 建议 C10.6 节 ), 首先 把 级 数 改 成 抛 
MARR (10.20) 的 形式 。 这 样 ， 物 体 头 部 处 的 ? 值 由 下 式 求 
出 : 
93 ，_ 631 


3 3 
1 一 一 人 se(1 一 十 23。 -= 6 +) 
ar 30 448 > 


s= j8 了 一 1 (10.32) 


3 ¥r+i1 
有 种 种 迹象 (包括 象 在 = —1 HAR ARSILARR BE 


动 ) 者 有 明 ,这 种 选择 e 的 方法 是 最 自然 的 ， 作 适当 的 Euler 变 
a (10.28) 就 给 出 
a E 13 E 3 
Imo be | +B (4) 
177 g t.. ; 
+ 377 (2) + | (16.33) 
这 个 结果 极其 成 功 。 最 后 栈 项 的 系 煞 减 小 得 比 它 指数 的 负 二 
RARER RRWRSE s —o 时 , 收 化 得 也 很 饼 ， 然 而 ， 
即使 是 7 co 下 仅 相应 于 e 一 1.633; 真实 气体 的 > 不 能 超 
过 5/3。 所 以 上 要 小 于 0817，s1( +e) 要 小 于 0.450, 
4 r = 7/5 有 时， 式 (10.33) ROMA RAS 


为 
全 = 0.0950, 0.0973, 0.0978-+- (10.34) 


把 Shanks HEM AF Est, 0.0979, 备 种 数值 计算 已 经 
得 到 0.0980 到 0.0990 之 间 的 数值 。 虽然 ,这 个 近似 是 以 Y 接 
近 于 一 的 假设 为 基础 的 , 但 现在 可 以 用 于 7 一 co 的 情况 ,这 
时 , 它 所 预言 的 脐 体 了 虐 离 约 为 7 一 715 时 的 三 们 。 Van Dyke 
(1958 b), Van Tuyl (1959) 以 前 普 用 有 理 分 式 近 似 来 改进 
Chester 级 数 , 但 不 如 现在 这 个 方法 成 荔 。 
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第 三 处 例子 ， 我 们 考虑 立 球 Osen 阻力 的 Goldstein 级 
$1.3), 2010.7 节 所 述 , 从 理论 上 或 数值 计算 上 来 考虑 。 在 
R 二 一 2 处 有 高 点 。 这 样 , 用 合适 的 Euler 变换 得 到 


R Ar- i R Df R Y 
Co ~ an( E) fi 4 Gio iao 


-4 [2 一 2 a) 
64\2-+R 134400 \2-+R 

_ 9469 R y- | (10.35) 
537600 \2-+R 


虽然 它 不 象 前 面 两 个 例子 那样 明显 ,但 已 经 有 对 所 有 尺 都 收 
mT T., AR = 20 时 ,其 结果 不 如 有 理 分 式 (10.24) 准 
确 ， 但 其 优点 是 , R 一 00 村 仍然 有 用 ; 而 式 (10.24) 给 由 Cp 
一 0, 分子 为 三 次 多 项 式 的 下 一 险 有 理 分 式 预测 的 是 负 阻 力 . 
FER=oo ft, A (10.35) 的 逐次 部 分 和 为 (参看 注 2) 

Cp = 9.42, 7.07, 4.83, 4.68, 4.51, 4.34, =+- (10.36) 
BRERA PRERE, EAER TERT Stewarton 
(1956) 计算 的 值 3.33, 这 不 是 没有 可 能 的 . 


10.9 SERRA 


TERUTE DE ACH UT RET AHAB RE, CORRE He T EA 
区 域内 有 效 的 、 页 一 极限 过 程 的 两 个 参数 展开 式 。 有 时 也 可 
用 类 做 的 方式 连接 别 的 展开 式 ， 本 节 和 最 后 一 节 讨 论 可 以 连 
接 的 两 类 问题 . 

局 一 间 题 的 不 同上 坐标 展开 式 有 时 能 连接 起 来 。 信 关 它们 
都 是 收 合 的 启 级 数 , 这 就 是 解析 延 拓 的 过 程 ,这 一 过 程 在 原则 
上 是 简单 的 。 实 际 上 的 复杂 性 可 以 用 旋转 抛物 面 茹 滤 后 流 否 
数 的 Cabannes 展开 式 来 说 明 。 在 抛物 坐标 中 , 它 可 改写 成 式 
(10.21)。 该 级 数 仅 在 从 激 波 到 物体 距离 的 3/4 Shika (A 


= 230° 


10.1)， 这 是 因为 在 物理 上 不 着 在 的 、 延 拓 的 上 游 流 场 中 有 级 
限 线 的 缘故 《Van Dyke, 1958 b)。 可 以 用 这 个 级 数 计算 藉 如 
到 资 物体 臣 离 一 尘 处 ， 再 用 一 个 新 级 数 从 那里 达到 物体 .但 
是 ,新 级 数 不 能 直接 由 项 先 的 截断 级 数 来 获得 ,内 为 它 同 申 级 
数 是 等 价 的 。 因 而 有 相同 的 收 全 范围 ， 弥 补 的 办 革 (Lewis, 
1959) 蚌 , 仅 用 原先 的 级 数 来 得 到 中 间 位 置 的 新 初始 数据 ,再 
用 微分 方程 计算 系数 . 

人 人 们 经 常 二 以 对 坐标 的 小 明和 大 量 征 正 展开 和 道 展 开 . 
后 者 通常 是 不 收 敏 的 ` 只 是 狐 近 的 ,还 包含 对 数 项 和 末 定 常数 
《3.10 节 )。 但 是 ,如 果 正 展开 级 数 的 收 伍 半径 为 无 穷 大 ,两 个 
级 煞 可 以 连接 起 来 ， 未 定常 数 记 就 被 找到 了 .我 们 用 抛物 三 
上 的 边界 层 为 全 来 证 明 这 一 点 ， 

wt RITA, (3.27 ) 用 抛物 坐标 改写 成 式 (10.20) 将 对 数 
项 移 到 左边 ,得 出 

(5 一 0.399 Jog (1 + E) 
v fey 1+ 


c,—1 


~ 0.664 (1 +! + ++) (10.37) 
i + & 


现在 ， 我们 利用 级 数 
log(l 十 _ E tf E Y 
G s) 


1 + # lite 2 


-4 (E) 一 s (10.38) 


在 pao WPM PR, MERR (10.29) 来 计算 
同一 个 旦 ， 同 时 ,利用 在 抛物 而 上 有 P= w 事实 ,对 所 
HP <o, We 
(ey) es — 0.399 fox U + E) 

1 1 +E 


3 
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一 1.34 (Es) — 0.499 (Ss) 


1 


z >) — 0.034 (= = y 


— 0.084 (~ 


veers 


— (10.39) 
然后 ,对 于 小 的 1/C1 + &) 形式 地 进行 展开 , HK (10.37) 
进行 比较 ,得 特定 常数 0 为 (Van Dyke, 1964 a) 
C= 1 + (—1.34 + 1.00 + 0.25 十 0.13 十 0.09 
+ 0.07 + --+)/0.664 = 1.90 (10.40) 
我 们 发 现 ， 这 个 结果 确实 是 无 穷 级 数 部 分 和 的 近似 值 . 但 它 
是 用 渐 近 连接 方 共 ， 而 不 是 在 基 个 有 限 的 大 二 值 处 用 数值 拼 
EPER. EE g= 6.8 处 同 从 头 部 起 进行 数值 积分 的 
结果 相 拼 接 , 得 Cy 一 1.83, 

若 正 坐标 人 级 数 只 有 有 限 的 收 钙 半径 ,或 者 仅 是 渐 近 的 ,机 
进行 这 样 的 连接 就 不 可 能 了 . Son, AACE ae eT SR E 
烙 狂 裤 动 胸 Carriere 和 Lin (1948) 的 近似 式 (3.24) B+ 
后 一 类 情况 。 它 不 能 合 平 逻辑 地 同 高 阶 边 界 层 展开 式 相 连接 


(7.11 47), Imai (1957 a) 已 在 Zx 一 1 处 将 摩 阻 进行 拼接 ， 
得 这 一 步 是 否 有 效 还 基 有 疑问 的 . 


10.10 不 同 郑 数 展开 式 的 连接 

对 单一 参数 不 同 极 限 过程 的 展开 式 ( 例 如 ， 对 于 小 Rey- 
nods HMA Reynolds 数 )， 雪 是 其 中 之 一 是 在 整个 范围 内 
收 钱 的 ， 它 们 可 以 用 象 上 节 那 样 的 方 灶 连接 起 来 ， 虽 然 式 
(10.35) 很 相 象 ,但 还 举 不 出 这 样 的 例 于 来 ， 
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本 个 不 则 参数 的 展开 式 ， 仅 当 持 中 之 一 遵循 蒜 个 适当 的 
AUER. TaD AAP ERR. 这样 ， 便 可 内 Janzen 
Reyleigh 的 M 短 级 数 展 开 式 得 到 亚 声 速 可 庄 缩 流 的 薄 响 展 
开 式 或 网 长 体 展 开 式 。 但 要 从 后 者 导出 前 者 则 是 不 可 能 的 

考 虚 一 个 最 简单 的 例子 ，。 即 强 头 部 半径 为 上 的 测 物 柱 
y= te(2x)” 的 平面 流动 。 Imai (1952) BiA THEE 
势 的 MRA. CEMT Cr 十 1)M” 的 项 。 对 于 小 s， 


形式 地 展开 这 个 复杂 的 结果 得 到 
~ ESEYE n — że 1 Bel By’ 
p tert oy M'er ry q M hoa Je 
_YrY+li 4 了 x _ lo 总 +7 
ie “F [4 (Paap se | 
+ O[M',(r + 1)M‘%,6°] (10.414) 
这 里 [参看 (10.20)] 
EREET ETET CG) (10.41b) 


ENEE 

为 了 把 这 个 关于 小 和 M 的 双重 展开 式 转 换 成 小 的 

单 重 展 开 式 ， 我 们 必须 求 RAA. FTA RR 

动 理 论 的 二 阶 相似 律 CYan Dyke，1958s)， 简 单 地 完成 了 这 
个 不 大 可 能 完成 的 工作 . 按照 这 个 相似 律 


plr, Yi M, Y, 8) ~ x + efir, BY; pe) + s'il } 


+ Mial + Or + 1) fol )| + Ole) (10.42) 


其 中 8 =(1—M), 而 每 个 函数 同 第 一 个 函数 有 相同 的 自 
变量 .前 述 的 双重 展开 式 (10.41), 仪 当 它 能 为 
1 M? P+. log Et) 


& 
p rty? 4 Peta Fe 
92336 


Y 十 1 M'a t Epy 
一 
+ Ofe’) (10.43a) 
所 代替 时 ,才能 同上 述 丰 似 律 相 容 ,其 中 
Bm f/x? + ply? x (10.43b) 


gale + py —x 
IAB RE, Van Dyke (1958c) BUT RRM 
相应 的 连接 公式 。 
习 题 
i0.1 ASERRE Lighthil 方程 ， 试 用 多 重 RR RHA 
06.3); 证 明 其 结果 不 是 (5.12c), MEAS SERNA RAR. 再 
用 Latta 的 合成 展开 法 求解 。 
10.2 不 能 匹配 的 问题 。 说 明 多 重 尺度 法 可 应 用 于 下 述 问 题 : 
oF’ +f oi, FCU) f(t0)=1, 
并 得 到 成 功 , 而 匹配 渐 近 方法 失效 。 
10.3 PSU AEE. 试用 Cauchy 比试 法 (ratio test) 计算 级 数 (1.5)。 
{10.22) MUI ae eee, 并 同 由 位 势 沫 的 保 角 映射 得 到 的 值 (519》= of 4 
B=) 相 比 较 。 试 对 级 数 1.7), (10.21) 进行 同样 的 计算 ,并 同 
逐次 有 理 近 似 的 豆 点 作 比 较 { 坦 看 注 3)， 
10.4 ABERRI H. AMA (1.6) 和 (10.27}5 对 4 ale CRE 
的 比值 为 2:1) 计算 前 三 项 的 近似 值 , 估 算 总 和 ， 并 同 Krienes 的 值 2.99 
相 比 较 ( 参 看 注 3)， 
10.5 Pio EL MPPRSU TENT, We (1.5), (10.22) 的 有 理 近 
{lo FEB RS F LR. 
10.6 圆柱 的 临界 马赫 数 ， 用 Simasaki OM (1.1) RRB 
临界 Mach 数 ( 这 时 :网 达到 局 部 声速 )* 其 值 为 (参看 往 3} 
0.46595 0.42055 0.40905 0.4043, 0.40205 0.4008" 
fA AE Ia Hal Smasaki 自己 估算 的 七 0.40 EGR. 计算 {1,1) 的 
Watt » [aj Simasaki 的 值 0,50 诈 比较 ， 再 局 临界 Mach 数 作 比较 ; 
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著 由 应 用 Euler 变换 于 式 《1.1) 的 可 能 性 。 

10.7 突然 起 动 的 圆 福 体 头 部 的 摩 胃 ， 试 外 搬 (3 .237 到 时 间 为 无 穷 大 
处 ?并 辣 Hismens 得 至 的 定常 流 的 仁和 相 比较 (Schlichting, 1960, p- 78) 
《参看 注 3). 

10.8 Jemsaah Alt bo MRR, AERE. HL U Mk 
BEHER A o 的 圆柱 上 * 开 始 时 SRE A E T (Gol- 
dstein A} Rosenhead, (936) (AFE 3) 


1 + 2,8488 cos 8 (2) 一 [9.879g5coszg — 9,2390sin 70] (23) 


甚 中 8 是 从 前 驻 点 起 度量 的 季度. ARORA, CRM 
数 ， 把 它 外 插 到 时 间 为 无 限时 ， 并 局 已 知 值 8 = 109” 相 比较 《sch 和 


chting, 1960, P 254), 


+235 * 


注 FE 

#1. 518 

25 ARS TEE FE T fh 1964 年 的 版 本 能 反 岗 最 新 的 学 不 
成 就 。 这些 注释 概述 了 这 一 学 科 的 各 要 进展 , 补充 了 到 1975 
年 中 为 止 发 表 的 角 关 参考 文献 ， 为 了 应 用 于 流体 力学 和 其 它 
领域 ,可 在 Nayfeh (1973) 所 著 的 蔬 中 找到 进一步 的 参考 文 
RAR, | 

每 条 注释 阅 明 正文 的 某 一 息 落 或 若干 丑 落 ， 在 这 些 段 落 
的 页 边 , 用 右 侧 所 了 示 的 形式 标记 。 只 要 有 可 能 ,就 把 互相 有 联 
系 的 评述 合并 成 一 条 ,以 免 使 本 节 内 容 过 于 支离破碎 . 


注 2 正则 报 动 级 数 的 计算 机 延 蛋 


MATERA, Ap ARS eo RA 
大 量 计算 工作 交付 电子 数字 计算 机 去 完成 。 这 已 是 切实 可 行 
和 的 了 .这 一 方案 已 被 应 用 于 各 种 流体 力学 问题 ,包括 本 书 讨论 
过 的 那 几 个 问题 在 内 。Van Dyke (1975, 1976) SORT Et 
想 荡 的 发 展 过 各 ,进行 具体 计算 的 细节 和 一 些 应 用 。 

Hoffman (1974a) 已 把 Janzen-Rayleigh 展开 (1.3 节 ) SE 
dhE] MY? 阶 ,而 W. C. Reynolds 则 已 延伸 到 M* Br CRP 


发 表 ). 当 7 一 二 时 ,最 大 物 面 速度 的 结果 为 
Tas == 2.00000 + 1.16667 M? 十 2.57833M* + 7.51465 MS 


十 25.59041ad 十 96.26329 M" 十 387.22345 M" 


. 33$ + 


“+ 1646M™ + 7450M" + -e (NT 
这 里 ， 由 于 所 取 的 7 不 同 ，M+ 到 MY 的 系数 与 方程 (1.1) 
中 的 系数 略 有 差别 ， 最 后 两 个 系数 相对 说 夹 不 够 精确 ， 因 为 
这 是 仅 以 单 精 度 进行 计算 的 。Hofftman 计算 了 人 临界 Mach 数 
的 逐步 近似 值 (习题 10.5)， 并 重复 应 用 非 线 性 Shanks 变换 
(HE 10.19), HIT Mach 3454 0.398340.0002, 3% 
数 同 Melnik 和 Ives (1978) HAEHAA HAA 0.39852 
4+: 0.0002 是 一 致 的 . 

Van Dyke (19706) Ef TE Reynolds BFF ee RIAA Gol- 
dstein ME (1.3), CRAP RR Oseen 阻力 的 ， 他 用 
一 分 钟 机 时 算 到 R? Yr. Domb-Sykes 比试 图 ( 注 15) 表明 ， 
该 级 数 的 最 近 奇 点 实际 上 在 R= —2.09086 处 ,而 用 有 理 分 
REM, CER =— 2 处 (225 Th). Euer 变换 (10.8 节 ) 
糙 这 一 奇 点 映射 到 无 穿 远 处 ， 利 用 这 一 变换 可 得 到 直至 民 为 
无 窍 时 都 收 语 的 新 级 数 . 经 过 进一步 运算 ,重新 得 出 Stewa- 
rtson XF R =0 时 阻力 系数 的 信 Cp = 3.33 (230 页 )， 

值得 注意 的 是 ,上 述 方法 在 平面 周期 水 波 中 的 应 用 .Sto- 
kes 在 他 早年 , 将 解 展 开 成 线性 化 近似 的 系数 a Ee 
而 计算 了 等 深度 时 水 汝 的 二 阶 近 似 和 深水 时 的 三 阶 近似 。 于 
是 他 发 现 、 对 于 随 善 站 一 起 移动 的 观察 者 来 说 ,深水 法 的 波 
形 为 


Y = acosx 一 + a’ cos 2x 十 5 d eos3r + +++ (N.2) 


三 十 多 年 后 ，Stokes KHA TAA, EEN, RARA 120°R 
EA ie ee RAY. BA, Wilton 计算 深水 证 
到 第 十 阶 ,但 他 在 第 六 阶 处 出 了 错 。Schwartz (1974) 用 计算 
机 把 级 数 延 伸 到 第 117 Gr. 他 在 分 析 了 系数 的 性 质 语 指出 ， 
由 于 系数 a 不 是 波 高 的 单调 函数 ,最 高 变形 的 Stokes 展开 式 
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Abs. ARERR MEERA. A 
RT CORRE SHARMA SS eae 
字 。 

基于 小 Reynolds BF Be SRIF AH BL Re Byte Bl 
FRE 10 HAA. 


3. FFU Kine 

ZEA RE ARS), ERRORS ah a Th Se abe 
TA. FATTER SPB. H pe >) BS BE rat ae 
决 了 或 推广 丁 ; 有 一 些 习 题 可 以 所 得 更 确切 些 ;车 试用 别 的 方 
HAMA EAA BO. 

习题 2.2， 稍 可 小 透 的 国 柱 。 车 对 速度 势 来 提出 问题 更 
好 些 。 冰 为 虽 可 从 方程 (2.2) 导 出 微小 可 讨 缆 性 效应 , 而 要 从 
该 方程 得 到 本 问题 访 邢 数 的 相应 结果 比较 麻烦 . 

习题 23. aR BE. Davey (19617 用 这 个 解说 明 为 
慎 委 驻 点 可 能 成 为 无 粘 流 中 的 附着 鞍点 。 

7212.4. 挑 物 形 可 庆 剖 面前 蕊 流 中 的 国 枉 。 作为 下 面 
王 改 习题 5.7 的 准备 ,再 考虑 速度 剖面 为 一 Ucosh (eyfa) 
SEAT ASS BE aS AS. 

3445. BEG HAR, 原 题 最 后 两 句 话 中 撒 出 
的 矛 而。 在 下 面 注 4 和 该 处 所 列 的 参考 文献 中 进行 讨论 . 

可 题 5.7。 Rew Pia eae. 提出 的 问题 由 
于 非 线性 产生 了 不 必要 的 麻 燃 。 如 果 远 上 游 的 平行 流 用 双 蜡 
RAM «= Ucosh(e7y/e) KRSM AEH (CC NAB 
RE 8 Tl MLSE LE AGIA) (EY Sy 8 ah a a SR, 

HM 6.2, Carrier 问题 ， 如果 把 Lighthill 原理 减弱 为 习 
题 4.1 所 述 的 形式 .那么 对 * 的 表达 式 由 , 指数 项 前 的 因子 可 
简化 为 线性 形式 ,处 理 这 个 半 题 的 另 一 条 途径 是 ,交换 自 变 最 
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和 和 国 变 量 的 地 位 。 从 而 把 项 问题 化 成 关于 xf 及 的 正则 报 动 
(AHH, Carrier 用 匹配 渐 近 展开 法 研究 的 解 要 更 复杂 些 。 

习题 64, Pritule 方法 。Pritulo AR HPS] PEATE Be 
的 想法 已 为 人 们 重新 发 现 多 次 (Martin, 1967, Usher, 1968). 
Crocco (1972) 以 气体 动力 学 的 若干 问题 为 例 , 说 明了 它 的 效 
用 . 

Pritul6 (1969) 指出 ， 可 以 对 参数 进行 同 样 的 处 理 ， 把 
参数 进行 微小 的 变形 抑 正 非 一 致 性 的 想法 是 Lindstedt(1882) 
提出 来 的 ,这 样 一 末 , 便 可 消除 天 体力 学 中 出 现 的 长 期 项 .下 
如 111 HAA, Poincaré 挫 广 了 这 个 思想 。Nayfeh C1973) 称 
ZWEBER. Pritulo 以 Donor(1939) 关 于 平面 超声 速 流 
的 四 阶 薄 届 展 开 为 例 ,告诉 我 们 应 怎样 用 反方 法 米 引 进 变形 
BR, WHET ER AFM? 一 1)? 可 以 抑止 在 来 流 Mach 数 
很 大 时 近 羽 表达 式 的 发 散 性 ,从 而 使 高 Mach 数 时 ,压力 系数 
展开 式 中 的 每 一 项 都 保持 有 界 . 

习题 8.2， 绕 细 长 抛物 面 的 咎 性 流动 . Vddmant1973) 给 
出 了 求解 过 程 的 第 一 步 ， 如 注 4 所 还 ,由 于 “禁区 ”的 存在 ,在 
第 二 步 渐 近 匹 配 原 理 沁 效 。 算 到 第 三 步 了 时 ， 要 把 两 项 Siokes 
展开 局 两 项 Oseen 展开 相 匹 配 , 这 个 问题 就 避免 了 . 

习题 8,3， sea seth ik, GARE Viviand 和 Berger 
(1964) 解 的 第 一 步 。 计 算 二 阶 近 似 了 时 ，Berger (1968) ER, 
讽 量 不 再 是 以 指 数 律 衰减 的 了 (146 页 )， 这 就 很 象 半 无 限 平 
板 的 边界 层 的 情况 那样 《7.11 节 ), 需要 引进 一 项 对 数 项 ， 而 
它 的 伴随 代数 项 是 待定 的 .Berger 还 导出 了 三 阶 项 及 高 阶 项 
的 形式 ， 这 个 疝 题 的 解 以 及 有 关 层 流 必 迹 的 很 多 其 它 工 作 ， 
在 Berger (1971》 著 的 书 中 进行 了 讨论 ， 

习题 8.5， 面 柱 的 超越 小 项 ， 如 注 LO, HE 11 所 述 ,该 癌 
题 的 解 包括 在 Skinner (1975) 的 工作 中 。 
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习题 9.3。 RAE RAM PRR, MARIE MRM 
十分 简捷 地 得 到 一 个 确定 的 结果 、 这 是 有 指导 意义 的 。 但 上 出 
于 解 在 无 穷 远 处 不 衰减 ， 所 以 这 个 结果 是 错误 的 。 参看 注 7 
EF é. 
习题 10.,3.。 RAPE, 注 15 所 述 的 Domb-Sykes 
比试 图 靶 是 估计 收敛 半径 的 最 佳 方 靶 。 
习题 10.4.。 AMRAH. 如 注 13 所 指出 的 , 方程 
《1.6) 中 的 分 数 7/2 应 为 9/2, 式 (10.27) 中 的 718 应 为 9/8. 
Medan 已 把 Krienes 的 结果 改进 汐 2.944 圭 0.004 (用 Medan 
HE, 1974, 计算 未 发 表 ). 
习题 10.6. Bae es Mach 数 , 如 注 2 Arit, Simasaki 
级 数 (1.1) 已 用 计算 机 进行 延伸 , 除了 别 的 方法 外 ,还 用 访 延 
伸 的 级 数 精确 计算 了 临界 Mich BR (r = 7/5), 
习题 10,7， BAe de hapa KAKA „Collin AI Dennis 
(1973a) WEARS ALARA RIT Sh BE a BA RT Fe 
Ee urd (3.23) A 
t~ pr Ur —1 _ [1 + 1.42442(U,2) — 0.21987(U Y} 
af xO 
— O.0127(00 8)? + 0.0254(0 7) — 0.00566(U ry 
— 0.00134(CUys)° + 0.00095(U,#)? 十 … (N.3) 
习题 10.8. RABEL Bik. 在 一 阶 边界 层 近 
(AA; Collins 和 Dennis (19734) 延伸 级 数 后 。 导 出 磨擦 力 
正比 于 
1 + 2.8488 cos(Ut/a) — (0.3202 + 0.5592 cos20)(Utja}* 
— (0.0767 cos? + 0.0246 cos 30)(Us/ayp 
+ (0.0662 + 0.1982 cos29 + 0.1427 cos 48)(Ui/ay 
—- (0.0332 cos? + 0.0722 cos 39 + 0.0755cos 54)(U t/a)? 
— (0.0105 + 0.0285 cos 29 + 0.0414 cos 49 ' 
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十 0.0052 cos 6O}(U fa) + (0.0117 cos + 0.0207 cos 38 

+ 0.0560 cos5@ 十 0.0335 cos70)(Ut{/a¥ +--+ (N.4) 
Collins 和 Dennis (1973b) 还 用 级 数 截断 靶 对 同时 间 有 关 的 
流动 进行 了 数值 计算 ， 他 们 发 现 , 当 (Uifa) 元 过 1.25 Wa 
就 不 能 继续 积分 了 ，Telionis 和 Tsahalis (1973; WA A Sears 
和 Telionis, 1975) 还 用 有 限 凑 分 法 对 边界 层 方 程 进 行 了 数值 
Ra. Ae (Uefa) = 0.65 时 ,在 边界 层 内 找到 了 一 个 平 
廊 根 青 点 。 Teepe BL (Goldstein, 1948; Stewar- 
tson, 1958), 


4. 渐 近 匹配 原理 


有 时 ,亲近 匹配 原理 14,.36。5.24) 的 项 数 计算 法 似乎 不 太 
明确 ,这 时， 就 要 采用 另 一 种 表述 方式 的 法 则 ， 辟 如 说 ,在 如 
下 四 种 情况 下 ;人们 就 可 能 不 知道 该 怎 料 来 计算 项 数 ，(i) 新 
近 序 询 有 间隙 (例如 ,级 数 是 5 的 乏 数 次 罕 级 数 , 但 e 项 的 系 
数 恒 等 于 零 ); GD) 内 外 展开 式 的 渐 近 序列 是 完全 不 相同 的 
【例如 一 个 展开 式 是 © HERR, AE e BORE) tii) 出 
BST AOC Plan, 8?logs 与 e" 同时 出 现 ) Gv) 存在 本 征 解 . 

Arg CUR, BTS A iTi RE RE 
REAR: a 

“3 阶 外 展开 的 A 阶 内 展开 

一 人 么 阶 内 展开 的 5 Beh EF” CN.5) 
这 里 , Ate) 及 5(s) 是 任意 两 个 标准 函数 (不 一 定 相同 ) E 
们 可 以 实际 上 出 现 或 不 出 现在 内 、 外 展开 式 的 渐 近 序列 中 . 
只 要 知道 怎样 计算 项 数 时 ， 上 述 法 则 自然 基 同 原先 的 法 则 
(5.24) 等 价 的 ，FraenEel (1969 b,c, p. 246, 265), Crighton 
和 Leppington (1973, p. 317) WEH SABRE, 
他 们 也 是 以 量 阶 为 基准 ,而 不 是 以 计算 项 数 为 基准 的 . 


里 中 二 了 


必 孝 在 提出 渐 近 匹配 原理 时 ， 只 是 想 提 供 体 现 ”Kaplun 
想法 的 一 种 具体 手段 .作者 认为 , 它 是 同 中 间 匹 配 原理 (5.29) 
等 价 的 ， 然 而 ，Fracnkel (1969 2, b, c) 在 一 篇 有 关 匹 配 步 又 
的 重要 研究 论文 中 指出 ， 这 两 种 靶 则 是 有 很 大 区 别 的 。 他 指 
号 ,新 近 芒 则 比 中 国法 则 更 使 于 使 用 ,因为 后 者 需 杰 寻找 一 个 
中 闻 变 景 的 范围 ,并 确定 在 该 范围 中 重 辣 的 阶 数 。 此 外 ,新 近 
法 则 更 经 济 些 ,因为 在 某 些 重 又 较 弱 的 问题 中 ,内 展开 的 某 个 
常数 可 以 用 匹配 法 求 出 ， 它 所 需 的 外 展开 的 项 数 要 比 用 中 间 
FEM Bb ee, Fraenkel (1969 b,c, p. 251, 269) GAULT Bl 
子 证 明 , 沐 近 匹 配 原理 可 应 用 于 这 样 的 内 外 展 式 , 其 项 数 少 到 
不 能 各 从 到 被 匹配 项 的 阶 数 ， 这 是 同人 们 原先 的 普遍 想法 是 
不 同 的 .但 是 Lagerstrom (1975) 指出 ， 若 用 修正 的 边界 层 
一 一 完 尿 的 解 同 外 解 之 其 的 内 展开 来 进行 计算 ， 间 题 就 迎 六 
mT. 

BRUE , ES AAR, GEE YT BR, a 
一 点 。Fraenkel DARHT DO. RAT EMA TERE, 
REBT, PERE, ARRAT 
MHRS. EP SRR ERS LR, ER 
们 现在 所 知 , 这 是 因为 如 果 忽 视 了 每 个 限制 ,就 会 在 求解 流体 
力学 的 实际 间 题 时 出 错 。 近 十 年 来 ， 用 匹配 新 近 展 开 法 解决 
PIKAD HEHE EAA T Eni RE, Att, ARNA A 
两 个 眼 制 是 有 实际 意义 的 : 

1. 不要 在 对 数 项 之 间隙 断 。 Fraenkel 主张 统一 地 取 & 为 
内 外 尺度 之 比 GRR ST HA Ea 
型 ,在 方程 (4.34) 中 好 这 个 比值 为 S HRA, CHE 
(4.48) PRB eM"). HA, ML REF (iii) (Fraen- 
kel 1969a, p. 223) 可 以 作为 一 种 “ 玻 律 ": BORE Ac 
SCAB RL A SIZE EN RT = ERK eA PD aR TY A 


+ g4ze 


= 


Ait, BTW Ee, TRET e AUR Hope eee 
Rit, © HEFL loge 的 任意 次 宕 的 记 有 项 应 当 作 为 
一 项 来 处 理 ， 

Proudman 和 Pearson (1957) E Six — "R7. on 
177 THAT, IERRA Stokes 展开 式 中 , 计算 了 R’log Rk 
TH, BEAT Ro MAET. ERAP, BRAK 
什么 和 危害， 因为 Chester 和 Breach (1969) JOS EIR 
HERRE EXT SMASH. “他们 在 这 样 做 时 ， 自 
己 在 下 一 步 也 违反 了 Fraenkel “RÆ”) 

男 一 方面 ，Criphton 和 Leppington (1973) H, PEER 
了 上 述 痕 制 条 竹 ， 就 会 导出 有 限 厚 度 的 半 无 限 下 板 长 波 绕 射 
间 题 的 错误 结果 ， 其 外 展开 形式 为 

p ~ dy + Blog ed, + ody + Slogted: + 87 log egy, 

+ eps toe (N.6) 

ao, «2K AME ZE, AMGREAS RE Zh, m 
配 到 elogs.s Bt, 可 以 得 到 正确 的 结果 ; 但 可 以 看 出 还 名 到 
é7log’e 阶 记得 的 由 是 不 正确 的 ,因为 它 破坏 了 该 线性 问题 的 
BREE. WEA 后 的 三 项 作为 一 个 整体 来 进行 匹配 , 就 
可 以 克服 这 一 困难 ，Crighton 和 Leppington 研究 了 应 用 带 
有 这 一 限制 条 件 的 匹配 原理 的 技巧 。 

2, 然 对 数 情 形 的 “禁区 ”"， 正 如 对 于 绕 圆 柱 的 小 Reynolds 
数 流 动 【8.7 他) 那样 , 内 外 展开 式 以 loge HK {或 者 类 
Whit, Dilge + AAC URE) FERIA, Ree TL 
fi]. Fraenkel (1969 a, p. 226) AB, 六 时 如 果 m, n 不 是 
处 于 某 一 "禁区 * 内 ， 产 近 匹 配 原理 (5.2 是 适用 的 。 该 " 禁 
区 ”在 mn 平面 上 的 形状 在 求解 过 程 中 可 以 算出 . 

我 们 约定 内 外 展开 式 的 第 多 项 是 《logs) t 阶 和 的 (使 内 展 
开 的 零 阶 项 处 存在 ) ,这样 统 一 了 计算 项 数 的 方法 后 有 其 方便 
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ih, ABA. SORIA AE logs 的 入 次 多 项 式 的 一 般 
情况 下 , 当 |mw 一 #| 池 N 时 ,匹配 原理 成 立 。Fraenkel (1969¢, 
p. 276) 以 小 Reynolds 数 下 图 柱 的 一 维 模型 为 例 来 说 明 这 一 
al. skit, “HR em = s 的 直线 ， 所 以 ,我 们 可 以 选 
择 如 二 十 1 {或 n= m— 1), 从 而 使 匹配 取得 成 功 . 

一 个 更 实际 的 例子 是 习题 8.2, 绕 细 长 拓 物 面 的 轴 对 称 流 
动 ， 对 于 头 部 半径 为 e HU, 由 分 离 变 量 法 得 Srokes 近 
做 


$~ + Ua A RYE 4 log 4? — 9? + 1) (N.7) 


Hp, Ë= ja", n= gja 是 Stokes 变量 。 Qseen JEA 
的 第 一 项 刚好 代表 均匀 流 : 
p ~ LX gap (N.8) 


其 中 Em E f(y /U) 95 = n OUO, 对 它们 进行 匹配 可 确 
€ Stokes 近似 中 的 因子 A= llog / RY, HoH Reynolds # 
R=Uaf/y, Veldman (1973) 已 经 求解 到 这 一 步 【Sampson 
(1891) 首 千 由 旋转 枉 球 的 Stokes 解 取 极 限 获得 上 述 结果 ， 
得 其 因子 A: Reynolds 无 关 。 这 是 不 正确 的 ). 

然后 ,可 由 Oseen 展开 式 计算 次 项 , 得 到 


d~ z BF 十 A ALPE{— R2) — 201 — em]] 
+ B}) (N.9} 
KA, E 为 指数 积分 (Yeldman 也 得 出 了 这 一 结果 ， 但 他 不 


是 用 匹配 法 ， 而 是 规定 表面 上 的 边界 条 人 来 求 Oscen 近似 
B) EASL, Beg, 它 差不多 可 匹配 到 《NN.7)。 但 次 


ZEMRE, Bl log 一 +. R logy 项 仪 以 线性 形式 出 现 , 所 
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以 |m 一 2| > 工时 匹配 原理 有 效 ， 习 此 。 我 们 现在 正好 处 于 
K ZP, A RK EEE m = n 这 条 线 . 
间 贺 柱 的 情形 一 样 (P. 179), Stokes 展开 式 的 高 阶 项 是 
其 首 项 形 以 一 个 因子 所以， 两 项 亡 开 式 为 
d ~ E Ue LAH cAi ECG logn ~ a +1) (N.10) 


现在 , 我 们 已 经 高 开 了 “禁区 ”"。 上 忒 完全 可 以 同 (N.9) 相 王 
配 , 从 而 得 到 4 一 1, B=0, < 一 7 一 ]og2。 
Davis 和 Werle (1972) 计算 了 Stokes 展开 式 的 三 阶 近 
fl. 24 & — co 时 , 即 在 远 下 游 处 ,上 述 结果 是 正确 的 ;他们 认 
为 ;对 所 有 去 来 说 ,结果 是 近似 正确 的 ， 他们 把 当 地 摩 阴 的 数 
值 结业 同 所 得 到 的 展开 式 进 行 比较 ,从 而 证 卖 了 这 一 结论 : 
[RCO + 8) /8] (c/o?) 一 Ai 一 《Ilog2 一 7)Ai 
一 [ziog2 + wi/12— (log2 — YPIA! + (N11) 
正如 对 贺 柱 的 情形 一 样 , 若 把 Stokes 展开 式 的 前 两 项 合并 成 
一 项 ， 可 以 期 望 其 精确 魔 会 更 高 。 这 就 相当 于 改变 标准 青 数 
的 定义 为 A = Clog2/R— 7), 使 (N.10) 中 的 ce 一 4 
这 时 ，Davis 和 Werle 近似 《N.1U 具有 更 简单 的 形式 : 
[ROL +E )/E](e/eU?) = Ai — (2log2 + 7/12) a7 
+ +s. (N.12) 
上 式 由 Mark (1954) 给 出 。 这 一 改进 确实 使 它 同 数值 方法 
的 结果 效 少 更 一 至 些 , 但 不 如 圆柱 的 情况 那么 明显 (图 N.4). 
在 圆柱 绕 流 问题 中 , 方程 (8.47) BY log op 表示 一 项 Stokes 
展开 同 二 项 Oseen 展开 (到 A 阶 的 内 外 展开 式 ) 处 于 “禁区 ” 
内 ,该 禁区 还 是 m 一 5 这 条 线 . 不 过 ,正如 Proudman 和 Pear- 
son 《19577 了 的 所 做 的 那样 。 我 们 可 以 用 渐 近 匹配 原理 把 它们 
正确 地 匹配 起 来 (179 页 )， 这 就 是 说 , ERRA 8 和 jog& 
寡 的 情形 一 样 ,违反 Fraenkel “apt” SURES SHEN 
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ARO AE, 一 阶 Stokes 展开 和 Oseen 展开 分 型 为 0 和 


1 .它们 显然 不 能 匹配 )， 

Poincaré 型 展开 式 是 否 必要 ? Fraenkel 是 在 内 外 展 升 式 
均 汶 Poincaré 型 的 假定 下 ,证 阴 带 有 限制 条 件 的 匹配 原 想 
H BREE, ERER (3.10) CAN, RAH SB 


BHH ERAK ma e EX., Swm, 
w 
f Cese) ~ D>) en(#)6,(2) (N.13) 


Sheer 指出 (1971), RRE ARE (4.49) MAAE iE 
形式 ， tw 45 中 指出 的 匹 号 明显 失败 的 原 办 归咎 于 这 
个 事实 , 如 果 最 终 基 以 内 变量 而 不 是 以 外 变量 进行 比较 的 . 鸣 
补 的 办 法 是 ,用 速度 的 对 数 来 进行 计算 ,这 就 可 以 在 外 展开 没 
有 根本 性 变化 的 情况 下 ,把 内 解 变 成 Poincaré 型 的 。Sheer 接 
着 证 明了 将 所 有 无 殉 痢 分 归并 到 一 阶 近似 中 去 可 以 得 到 一 臻 
有 效 的 展开 式 ， 这 样 就 没有 必要 使 用 为 这 到 同一 目的 的 匹配 
HEET. 

Sheer 没有 讨论 下 述 明 显 的 事实 : 如果 最 终 进 行 比 较 的 
是 79 页 上 的 外 变量 ， 那 么 匹配 速度 本 身 就 能 得 用 正确 的 二 阶 
近似 4.53)， 是 否 这 辐 外 展开 确实 是 Poincaré 型 这 一 因素 奋 
RGR? 我 们 来 研究 下 一 玲 近 但, 匹配 三 项 , 将 外 展开 (4.24) 的 
4% —T AA Re FT (4.49) 的 每 一 项 相 匹 配 { 但 在 式 (4.49) oH, E 
MWAHA GA PRM Qtan s (OR RT tan ‘26, 
因为 它们 之 差 昌 内 是 e 阶 的 ， 但 由 于 因子 eo" 而 发 生 二 阶 
变化 )]。 最 后 ,再 用 外 变量 来 进行 比较 ,得 到 

U; = eU fı +e (2 — log2 — 2) 十 ae 


x | log?2 + ($ — 6)log2 +6 — 2 +4 
w x x 
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二 (N.14) 


展开 习题 4.$ 所 引用 的 精确 解 , 可 以 证 实 上 式 基 正确 的 , 这 就 
(eR: 在 内 展开 或 外 展开 中 , 只 要 有 一 个 是 Poinca- 
ré 型 的 即 可 , 并 假定 最 终 进 行 匹配 的 是 以 相应 的 内 变量 或 外 
AE EHE fT AI a 这 时 渐 近 严 配 原理 依然 有 效 . 

不 过 ,解决 这 一 困难 的 办 法 似乎 要 简单 得 和 多， 事实 上 ,我 
们 并 没有 严格 地 应 用 79 页 上 的 渐 近 匹配 原理 。 它 枝 求 把 内 
尾 开 对 小 8 FRF, HERRIE RATAR. RIHI 
有 完全 进行 这 样 的 展开 和 截断 。 因 为 在 方程 【4.52c)〔4.52d) 
这 一 步 ，U; 的 形式 还 是 待定 的 ,因此 (4.352d4) 中 e Brigh 
BEA MAA & 阶 的 项 

BREET. AOU, 的 具体 民 开 式 来 进行 计算 . (4.51dY 
表明 它 为 Ui 一 A+ Bs 十 .…*。 这 样 一 来 ,匹配 原理 就 完全 
MAT, 习题 4.5 挫 出 的 矛盾 消除 了 。 同样 地 ,在 下 阶 近 似 中 
BE U, = A + Be tce t-r, 不 管 最 终 的 匹配 是 以 外 
变量 或 内 变量 进行 的 ， 者 能 导出 正确 欧 结 果 《N.14)。 所 以 。 
至 少 对 这 个 例子 说 来 , 看 来 展开 式 不 一 定 都 要 基 Poincaré 型 
的 ，。 但 是 注 5 讨论 了 一 些 例子 ,对 它们 采 说 , 若 不 把 展开 式 变 
成 Poincaré SUA}, AAAI VL AG RABE, 


注 5. 匹配 的 理论 


为 了 将 匹配 浙 近 展开 法 实 标 应 用 于 具体 问题 。 通 常用 极 
限 过 程 展开 式 进 行 讨论 ， 再 用 浙 近 匹配 原理 进行 匹配 最 有 效 
CHE 和， 这 是 本 蕊 和 文献 中 多 数 例 于 所 遵循 的 方法 ,选用 仁 么 
技巧 当然 是 各 人 所 好 ， Cole (1968) 在 使 用 极限 过 程 展开 式 
时 ,总 基 用 中 间 极 限 来 进行 匹配 (5.8 节 )， 然 而 , 这 种 方法 显 
然 会 掩盖 了 很 多 微妙 之 处 ， 其 中 业 些 是 有 实际 意义 的 . 


sats + 


为 了 和 更深 人 理解 匹配 的 基本 思想 。 以 有 效 区 为 特征 的 展 
开 式 比 极限 过 程 展开 式 更 重要 ， 在 某 些 情 病 下 ， 为 了 构造 民 
开 式 ， 它 们 世 蕙 必 不 吾 消 的 ， 志 就 是 遂 ， 应 用 极限 过 程 于 方 
程 ,再 求 所 得 到 的 近 刷 方程 的 解 的 想法 , 比 守 求解 的 极限 更 为 
基本 。 ET Kapun 和 Lagerstrom 著作 (Ksplun 和 Lager- 
strom, 1957, Kaplun, 1957, Kaplun, 1967) 下 的 这 个 观点 ， 
已 为 Lagerstrom 和 Casten( 1972) 完整 地 提出 来 了 ， 读 者 可 
在 已 们 的 忆 中 ， 了 解 到 作为 匹配 浙 近 展开 法 基础 的 那些 具有 
息 发 性 的 思想 的 详 忌 讨论 . 

尤其 是 ，Lagerstrom (1967, p. 87, 107) 提取 了 一 仿 数 
学 模型 {不同 于 注 4 Fraenkel PrE SIA), 它 可 以 说 明 小 
Reynolds 数 融 柱 或 贺 球 粘性 绕 访 何 题 的 数学 结构 : 

ey mol de y de +a(@) 一 0， 
dr? r dr dr dr 
ale) = 1, alo) =0 (N.15) 

这 里 = 指 空间 维 数 《圆柱 取 2; 圆 球 取 3), AREE 
W, AS OR; MARS, 了 取 1， 这 个 问题 已 为 Lager- 
strom (1961, 1970), Cole (1968p. 61), Bush (1971) 各 
Lagerstrom 和 Casten (1972) 进行 了 分 析 。 

不 可 压缩 流 模型 象 真正 的 不 可 压缩 问题 那样 (第 八 章 ) 可 
用 极限 过 程 谨 开 式 处 理 。 Oseen 展开 是 正则 摄 动 问题 (参看 注 
7}. AAR, BSR BA Stokes 方程 是 非 线 福 的 ， 它 
并 不 包含 在 Osen 方程 中 真实 的 流动 问题 情况 也 合 如 此 
(Lagerstrom, 1964), 

FH Stokes 方程 的 非 线 狂 性 质 可 进一步 推出 ,其 解 不 能 击 
以 ”为 外 变量 以 rje 为 内 变量 的 极限 过 程 展 开 式 求 得 ， 基 
为 它们 根本 不 能 匹配。 大 们 必须 末 用 以 其 有 将 区 为 特征 的 、 
以 rja) 为 内 变量 的 内 展开 式 ， 这 里 要求 + K1, Bush 
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C1971) 指出 我们 辟 使 用 将 内 变量 玻 成 log (1/1 3/ log (1/8) 
的 内 和 极限 展开 式 , 这 是 另 一 种 办 法 . 

WAAR ERRIA. Milikan (1939) 从 物理 上 论证 
了 存在 着 两 个 不 同 的 区 域 ， 在 壁面 附近 是 粘性 应 力 起 蛋 要 作 
用 的 薄 层 , 它 的 外 面 是 仅 Reynolds 应 力 起 重要 作用 的 较 厚 的 
外 层 。 对 于 不 可 压缩 流 ，Yajnik (1970) 和 Mellor (1972) 已 
将 这 个 思想 正式 表述 为 Reynolds RATAAAM AEB. 
Bush 和 Fendell (1972) 用 视 一 一 粘性 模型 将 上 述 分 析 推 广 
IEPER. EATE i, Melnik 和 Grossman (1974) 
以 及 Adamson 和 Feo (1975) #3. RIR R EA EEL 
配 。 改 进 的 方术 还 是 考虑 有 效 区 。 惑 进行 可 以 实现 匹配 的 变 
Re aE He. 


注 6. 合成 展开 的 其 它 法 则 

J. Ellinwood 《未 发 表 ) 已 经 注意 到 ,加 法 合成 苇 则 {5.32) 
FE ERASE MI, BT LL ASE A ae RES EG PCP) 
EE-D BHR OER A RA). PNR BRE 
FT 门 ， 那 么 , 电 下 式 规定 合成 展开 : 

fem = FONE?) FOP) — FEI} (N.16) 
加 法 合成 法 区 相 应 于 FO) = f OTE, FEES REM 5.34) 
相应 于 FO) = logf 的 情况 、 

相应 于 FO) =f, f, lof, L/f, L/P MAMET A 
任 一 确定 的 自 变 量 而 言 ， 近 似 地 均匀 分 布 的 单调 序列 这 种 
变通 或 许可 以 用 来 改善 它 同 精确 解 和 实验 结果 的 一 致 性 。 高 
起 声速 印 槐 绕 流 的 合 威 解 (9.656) 出 目测 法 构成 ， 它 相应 于 
FCf) 一 log (861/188)， 其 中 仅 积分 常数 需 用 日 测 革 确定 ， 

Schneider (1973) 指出 ， 矢 鞍 合成 守则 有 分 坪 等 了 鹤 的 
危险 。 这 了 时 ,其 解 在 我 们 感 兴趣 的 区 域内 变 成 无 穷 大 , mw 
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AR HMA, GE thil, RB RAE 107 页 上 
AMM eR ORS. 乘法 合成 (5.36) 在 物体 表面 上 是 
AHS AER RCS), 甚至 在 分 界 流 线 上 不 成 这 ， 

4.9 节约 注释 中 (s 为 从 驴 长 为 2 的 椭 启 蛋 型 前 缘 算 起 的 
EA, EELE? e) tuTej H x 贺 上 速度 的 精确 值 汶 

u 1 1— s NI TA 

y -à — E) s0 (N.17) 
将 上 式 在 小 8 上 时 关于 * 及 ?一 62 进行 展开 可 以 分 别 得 到 外 
FRAT AAR. RMN SA, BEEMAN AB aE 
TREDE, Bho, HARA MSR KI 


RE 1 — (25) i, BE s= — = 处 等 于 堆 ， 


同样 地 ，W. Reddal (未 发 表 ) 在 研究 习题 9.3 时 发 现 , 申 
两 项 淖 展开 ,一 项 内 展开 构成 的 莱 法 合成 展开 ， 其 分 册 在 U 
一 Ajey 一 2 RATE. oT EANA, REPRE 
成 具有 某 些 值得 令 人 注意 的 特点 。 通 常 还 是 宁可 采用 如 法 台 
成 (5.32)， 文献 中 大 多 是 这 样 做 的 . 

RAR RAE A. AGRI. HART, RAR 
P fo logf 函数 规定 的 Ellinwood 合成 展开 式 分 别 得 出 e, 
e 和 和 0 阶 的 速度 PIF, RANS RRS AA 
糖 确 度 ,其 误差 可 能 超过 构成 合成 展开 的 任 一 展开 式 的 误差 ， 


注 7. 变形 坐标 法 的 适用 性 


虽然 变形 坐标 法 (第 六 章 ] 现 在 已 被 应 用 于 各 种 流体 力学 
问题 (以 及 其 它 领 域 的 一 些 间 题 ), 但 究竟 在 什么 情况 下 ,这 种 
方法 是 可 靠 的 ， 这 个 问题 没有 解决 。 数 学 家 仅 研 究 了 关于 常 
微分 方程 和 的 方法 (Comstock, 1972), 但 它 对 于 篇 微 分 方程 的 
指导 意义 极 小 。 原 先 用 变形 坐标 靶 算 出 的 解 ， 经 常 有 人 采用 
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绞 普 通 下 又 可 靠 的 方 医 发 现 它 是 错 的 〈Jschke. 1970), 

若 基 本 方程 是 双 曲 型 的 ,就 不 会 有 什么 困难 ,大 量 事 实 充 
分 证 明了 这 一 点 ,多 数 应 用 就 是 这 种 情况 ，Lin (111 页 ) 5 
妙 地 使 用 两 族 特 征 线 取得 了 成 功 , Lin 的 推广 已 为 Oswatitsch 
(1962 a,b) 发 展 成 解析 特征 线 法 . Oswatisch 及 其 同事 还 把 这 
一 方法 应 用 于 许多 气体 动力 学 问题 的 研究 中 去 【参看 Stuff, 
1972), 

{EEE BASE AE AT “AE” E a RE 
Wie ES. ARE“ AER a BB, RAE eR AR 
KATH. Bi WER SRAM, 用 扰动 速度 势 
(6.28), TR AIG SS EAIA ee (6.30) 只 能 导出 方程 
(6.35) CATE BAY ae IE oe Bk IA, 

变形 举 标 法 一 般 不 适用 于 抛物 型 方程 ， 璧 如 象 边 界 层 理 
论 中 的 方程 。 然而。 已 经 证 明 变 形 茸 标 在 妊 流 问题 中 是 有 效 
的 。 为 了 使 希 量 以 指数 律 圳 减 ( 如 145 页 所 述 ,看 来 这 个 要 求 
ÆR Lighthill R (6.1) RARI, (RARER Ree 
下 一 步 导 至 育 异 性 }， Stewartson (1957) KERE THR E 
流 远 尾 迹 的 展开 式 {Goldstein，1933) S| HENRI, Crane 
(1959》 指 出 ,变形 坐标 为 我 们 提供 了 导出 上 述 对 数 项 的 另 一 
条 值得 令 人 注意 的 途径 。 Bergecr (1968) FR, A TRTI 
的 远 尾 迹 ,变形 坐标 法 同样 是 成 功 的 . 

对 于 顶 剖 型 方程 ,情况 也 不 大 清楚 ， 有 人 认为 ,图 头 翼 型 
AR] FE SBE EP] HA Lighthili 方法 求解 的 结论 不 适用 于 高 阶 
近似 { 132 FI), Bollheimer 和 Weissinger (1968), Hoogstraten 
(1967) RAE, (TH, RE PARCEL, 
把 单个 复 变 量 s =x + iy) BAP BE of, {H Hoogstraten 
BL IS FE LAE RA Be, PRE AEE. 

BRRBABRROARBE RH, E 1 Ze EO RAY 
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Mach sAn ima, Lighthill (1949b) 用 变形 坐标 尘 确 
ET HEE BRM. Menik (1965 b) 强调 指出 ,在 由 超声 
Say Se EA SIE TT Me TT SD Be IC 
三 重点 处 ,这 种 方法 失效 ， 他 在 文献 中 指出 , 可 以 用 匹配 渐 近 
展开 法 把 五 个 不 同 的 边界 层 接 起 来 《这 个 问题 早先 为 Bulakh 
在 1961 年 研究 过 ). 

Melnik 世 说 明了 超声 速 流 中 圆锥 上 上 涡 层 是 怎样 直接 同 外 
流 相 匹配 的 (他 问 其 它 精 度 稍 妖 的 解 ， 包 括 Munson 1964 的 
TREATABLE). FERRERO, 
他 发 现 〔1965a)， 只 有 用 变形 坐标 法 将 物 商 附近 外 解 的 非 一 
致 住 减 小 到 最 低 限 度 后 ， 才 有 重 双 区 存在 〔 它 是 不 同 于 引进 
第 三 中 间 区 的 另 一 途径 )。 Crocco (1972) 以 及 Matveera 和 
Sychev (1965) 已 将 变形 坐标 法 同 亚 配 新 近 展 开 法 相 结 合 的 
思想 分 别 应 用 于 两 个 气体 动力 学 问题 和 高 超声 速 边界 姑 的 斌 
究 中 去 ， 


$8 大 Reynolds SP HH. = BAe 


ETER, 人 们 为 了 改进 大 Reynolds BF KARP 
有 有限 平板 粘性 绕 流 的 解 作 了 很 大 努力 ， 

Murray (1965, 1967), Brown (1968) 和 Ting (1968) 
和 进一步 研究 了 7.6 HIRE, KIC PR PRIS, 
是 根据 由 它 所 预计 的 下 游 远 处 的 麻 阻 展开 式 (7.46), (7.47) 
中 第 一 本 征 解 的 系数 Ca 以 及 前 如 附近 Stokes 展开 式 (3.24) 
中 的 待定 常数 的 准确 程度 来 评价 的 ， 后 者 常数 重新 作 了 了 定 
SEAE H Hh EHH 


c= AR? + BRF 一 3 AUR, +- (N.18) 


Botta 和 Dijkstra (1970) 改进 了 Van de Vooren 和 Di- 
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Dijkstra (1970) 的 方法 ，Botta 和 Dijkstra 根据 从 解 的 解析 
结构 得 知 的 全 部 性 质 , 以 三 种 不 同 大 小 的 网 格 , 用 用 了 根 差分 话 
BY Aw ET BA pe Navier-Stokes 方程 ,给 出 了 最 可 
靠 的 数值 .他们 只 能 估计 22<C < 2.5, 并 求 出 A 一 0.75475 
+0.00005, B = 0.041 [H #489 6 BRB 4524 (Yoshizawa, 
1970) 求 出 C1 二 1.6, 4 = 0.748, B = 0.044]. ABS 
值 说 明 , EATERIES BREE LL Blasius 的 值 高 14%, 

AMR Rea. 我 们 对 于 有 限 平板 粘性 绕 流 的 认识 〔7-9 节 ) 
之 所 以 有 了 和 根本 性 的 变化 。 这 是 因为 Stewartson (1969) 和 
Messiter (1970) 两 人 同时 发 再 在 大 Reynolds AF, F 
附近 的 流 场 有 复杂 的 结构 ，Stewartson 称 它 为 三 重 结构 (tri- 
ple deck)。 它 在 后 绿 附 近 形 成 一 个 区 域 ， 其 范围 是 RO Fe 
以 平板 长 度 的 量 阶 .在 上 游 , 它 要 间 经 典 的 Blasius WARE 
及 相应 的 外 解 相 匹配 ;在 下 游 , 则 要 同 Goldstein (1930) 分 析 
ROP ES Pee. SNL 所 示 ( 该 图 是 Messiter 和 Ste- 
wartson 图 的 合成 }, 三 重 结 构 由 三 层 组 成 。 在 每 一 层 中 ，Na- 
vier-Stokes 方程 可 用 不 同方 式 来 近 伺 。 象 前 绿 附近 一 样 。 也 
存在 一 个 圆 形 的 核心 ， 在 该 区 域 中 要 用 完整 的 Navier-Stokes 
方程 《这 黄 个 圆 形 区 域 和 另 一 个 大 水 为 FY PAE RIS 
BRET: 因为 它们 只 影响 商 阶 近似 ). 


AUN! 大 Reynolds RT APY RARER RR, 
RRR, PARTE 


这 种 结构 的 存在 ,使 Bais 阻力 要 进行 一 些 修正 ,其 太 
小 是 RO? 最 阶 的 ， 因 而 比 Kro (152 页 ) 和 Imai (153 A) 
354+ 


计算 的 位 称 厚 讼 效应 更 重要 些 ， 所 以 方 析 (7.40) 应 改 成 

p= 8 + FA +0 (4, RA a) (N.19) 
ARK 2.661 是 Melnik 和 和 Chow (1975) 月 数值 计算 得 到 的 ; 
m Jobe 和 Burgraff 给 出 2.694; Veldman 和 Vande Vooren 
C974) (SUR SF 2.65140.003, Feld, R Bray. 
项 是 由 RM 阶 大 小 的 后 绿 区 及 位 称 厚度 效应 产生 的 ; RO 
阶 的 项 是 由 大 小 为 R MORR EA; RT 阶 的 项 是 出 
大 小 为 RO 阶 的 区 域 产生 的 

最 后 一 个 小 区 城 9 Stewartson (1968) Birt yee 
处 理 。 在 这 以 后 ，Dijkstra (1974) 用 数 信 方法 求 姐 了 完整 的 
Navier-Stokes Hf., Maie, Carrier 和 Lin {1948) 的 
Stokes H (3.24) 不 仅 局 部 适用 于 前 党 , 而 且 世 局 部 好 适用 于 
FRR, Dijkstra 计算 了 当地 琳 阻 平方 根 奇 性 项 的 系数 ,但 不 能 
求 出 阻力 公式 〔N.19) 中 R 阶 项 的 系数 。 

Jobe 和 Burggraf 发 现 两 项 近似 公式 (N.19》 同 实验 测 
是 {Janour，1947)》 和 Navier-Stokes 方程 的 数值 解 【Dennis 
A] Dunwoody, t966, Deanis 和 Chang, 1969) 符合 得 相当 
好 ,这 是 出 平 意料 的 。 这 就 表 朋 ,以 下 各 项 的 系数 婴 么 比 头 两 
项 的 系数 要 小 得 多 ,要 么 这 些 项 势必 互相 抵 销 . 

Brown 和 Stewartson (1970), Riley 和 Stewartson (1969) 
iA Guiraud (1974) 已 将 三 重 结构 分 天 推广 到 有 ROY 阶 
KARPE., Ro Br A aR ARR Beha 
漫 的 三 维 机 标的 研究 中 去 。 

分 离 流 动 。 Stewartson 称 之 为 三 重 结构 的 多 重 边 界 层 ， 
是 在 研究 平板 和 研究 起 声速 流 中 分 离 点 附近 的 自由 相互 作 朋 
区 时 同时 发 现 的 ，Stewartson 和 Willioms (1969) DE Nei- 
land (1969) 独立 地 分 析 了 后 面 一 个 问题 ， 他 们 指出 , 主要 区 
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域 同 图 N.1 有 相同 的 尺度 ， 随 后 ，Neiland (1971) 将 这 个 
WEA FRO BRM RR ALE, Rae RA 
压力 坪 是 一 吾 的 ， 

ROR RETR X= M/R” 很 小 ， 那 么 在 高 起 
E AAB WANARA HER. Neiland (1970) 
则 不 同 。 他 证 明了 向 由 相 豆 作用 区 是 物体 长 麻 量 了 朴 那 样 天 小 
的 . 这 取 次 于 从 前 缘起 按 丰 离 的 高 次 因 律 增长 的 本 征 解 . Ko 
zlava fil Mikhailov (1970) HHE., XT ERAMI TSA 
+ AP EAE, ECAR = LR a EP 
DARA IG HH ER. 

Sychev (1972) 说 明了 图 ON.1 ARASA E REBBE 
ATSC OK a eS BERN, 有 一 个 大 小 为 
RM" Gr iyi Heep RE EPAPER BE) ROM Bb OG PERI, Ja 
Vii RK AS BOA SS ES ee HE. Sychev 指 
Hi. ieee AL. PURI AA. Messiter 和 Enlow 
(1973) 也 研究 了 这 个 问题 ， Messiter (1975) 讨论 了 这 个 虽 在 
形式 上 自 浴 的 模型 为 人 行 愉 还 是 不 能 完善 的 原因 。 这 是 因为 该 
模型 没有 车 虑 回流 尾 迹 的 整体 结构 , 璧 如 ,在 分 离 流 线 下 面 可 
以 3i 起 无 数 个 旋涡 构成 的 祸 系 . 

Stewartson (1974) 综述 了 所 有 上 述 问 题 及 多 重 结 构 边 界 
层 的 间 题 ， 


注 9 最 优 坐 标 概 念 的 拓 广 


Kaplun (1954) 关于 边界 层 理论 中 坐标 系 作 用 的 研究 , 公 
局 限于 绕 困 定 苹 面 物 体 的 不 可 压缩 定常、 平面 流动 的 情况 。 
来 度 是 无 放 的 ， 肌 没有 分 离 ， 他 曾经 许诺 槛 在 以 后 的 一 篇 文 
章 中 ,去 掉 上 述 这 上 坚 限 制 ， 但 他 还 没有 完成 论文 就 去 世 了 . 

Legner (1971) 已 经 证 明 ， 构 造 最 优 坐 标的 Kaplun 法 


-255+ 


Dh) C7.56b) 向 样 适用 于 轴 对 称 流 ,运用 于 有 旋 来 流 , 适用 于 象 
射 广 , 尾 迹 , 自 由 对 流 边 界 层 那 样 无 边 豆 的 边界 层 ， 运 扫 于 可 
压缩 流 ,适用 于 类 合 或 韭 看 合 的 温度 边界 层 。 Kaplun 修正 定 
理 (7.50b) 也 适用 于 所 有 上 述 流 动 ， 这 是 隐 舍 在 定理 的 论证 
中 的 ， 此 外 ，Lenger JE HE REEERE M M ARAE E A 
边界 展 ， 并 用 一 对 Clebsch HERE AZERE. 对 所 
有 上 述 这 些 情 况 ， 他 还 列举 了 很 多 例子 . 

Kaplun RBS RTP MAR Bere 
流 。 在 习题 7.4 中 , 我 们 提出 了 二 阶 修正 定理 , 它 显 然 也 适用 
于 上 述 的 第 一 组 问题 ， 毫 元 峰 间 ， 它 也 能 推广 到 第 二 组 问题 
中 去 . 

Legner 还 将 Kaplun 的 甘于 最 优 坐 标的 莽 则 推广 到 任意 
阶 的 情况 ， 如 时 我 们 在 乍 一 合适 的 坐标 系 x.y 中 进行 来 解 ， 
其 外 展开 是 式 (7,48a) WO REA: 

b~ ies Y) + RM p(x, 9) + Rd Cr, y) 
+ RMB (Cr, y) bee (N.20) 
由 (7.56b) 式 推 广 , 可 得 最 优 些 标 为 
fupr(a, Y) = Fildule, y) t R ple, F) 
+ Rpr, y) + ee] 
topiks Y) = dalr, PIF pa x Y) + RMD Cx, Y) 
+] (N.21) 
若 玉 的 对 数 项 出 现在 外 展开 中 ,它们 就 以 显 式 直接 包括 在 内 . 

Lenger 在 很 多 例子 中 证 明了 二 阶 及 高 阶 的 法则。 Davis 
(1974》 指 出， 这 个 甘 则 还 不 是 普遍 适用 的 ， 这 是 同 Kaplun 
结果 的 不 同 之 处 .但 他 为 了 说 明 最 优 坐 标 在 求 Navier-Stokes 
方程 数值 解 时 的 好 处 ,还 是 采用 了 这 个 法 则 ， 另 一 方面 ,Fra- 
enkel 《未 发 表 ) 对 由 (N.21) 导出 最 优 些 标的 证 朋 提 出 了 和 疑 
问 。 所 以 ,推广 到 二 阶 或 高 阶 近 似 的 问题 ,还 有 待 于 我 们 去 解 
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决 . 

图 7.8 的 “收缩 矩形 "学 标 是 不 必要 的 、 人 为 的 选择 ,其 月 
的 是 为 了 说 明 边 界 诬 基 至 可 能 不 包括 大 本 外 流 ， 极 华 标 对 半 
无 限 平 板 说 来 是 引起 人 们 兴趣 的 一 种 坐标 系 ， 但 这 种 坐标 也 


注 10. 小 Reynolds 数 下 绕 贺 球 和 图 柱 的 流动 


Chester Ai Breach (1969) 继续 Proudman 和 Pearson 
(1957) 的 分 析 工 年 。 经 过 艰苦 的 计算 ， 得 到 了 Reynolds 数 
R 更 商 次 医 的 项 。 这 样 , 他 位 便 把 圆 球 阻力 系数 的 级 数 (1.4) 


延伸 了 两 项 , 求 出 


Cp = $ f1 HŽ R+ Riiogk +2 (> 十 三 
R 8 40 40 3 


323) 2, 27 ps 3 
x log? — —— | RP += Blog R + OCR N.22 
00? — Fig) E tig Roe + oe] 0-229 


AH, Y 一 0.5722- Ewer 常数 ， 

上 上 述 结果 是 信人 失望 的 ,因为 同 实验 数据 雍 较 表明 ,其 适 
用 范 转 毫 不 瑞 太 。 Chester 和 Breach 的 结论 是 : “LER RI 
ALE 0S ROS HERAA KHAMA. EAA, 
4% LDR RR IP AR EET FABRIC.” Rm, Dennis 和 
Walker (1971) RW. RKP OSH, FREER Eo 
解 都 更 加 接近 于 地 们 用 数值 计算 得 到 的 阻力 慎 . 

上 述 结果 有 限 的 用 途 ， 这 一 点 与 正则 斥 动 的 结果 不 同 ， 
Bot, 人们 发 现 后 者 当 Reynolds WERF 1 时 实际 上 还 其 收 
Sp., Sint, Kuwabara 和 Imai (1969) ISH BAL COL 2) 
WEY HAAA ie SAE Ne OE 43 
到 了 RR 震级 数 的 八 项 .对 于 三 种 不 司 的 情况 。 他 们 估计 约 到 
R = 32 有 时, 级 数 还 是 收 襄 的 。Hoffman (1974b) 还 计算 了 两 ` 
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本 无 限 大 问心 加 可 辣 的 相似 流动 , 贫 到 第 十 七 项 ， 也 发 现 , 当 
一 个 圆 盘 还 定时 , 直到 R= 15 Yk, RA, ATS 
速 反 向 旋转 的 情况 ,直到 R 一 42 为 止 , 解 是 收 伍 的 . 

在 Chester 和 Breach 文章 的 附录 中 。， Proudman 认为 ， 
亿 们 所 得 到 的 级 数 的 有 有限 用 途 , 这 是 因为 Reynolds 数 表达 阻 
力 的 展开 式 不 适 益 。 他 试图 把 它 改写 成 更 恰当 的 形式 。 为 了 
使 铎 在 RR 大 于 1 时 也 有 有 有用， 显然 有 必要 把 含有 log k 的 项 作 
Ega LE 15)。 

我 们 可 能 要 问 ，Chester 和 Breach 得 出 最 后 一 项 的 结果 
BAER? 因为 他 们 违反 了 注 4 所 述 的 Frenkel (1969a) 
的 "戒律 ”把 尺 笑 次 相同 公差 一 个 log R 因子 的 项 也 上 断 了 , 可 
LEE., 他 们 的 解 本 身 说 明 ， Proudman 和 Pearson 在 计算 
RlgR 阶 项 时 略 去 了 P 阶 项 碰巧 结果 没有 受 影响 。 然而 ， 
我 们 知道 ,对 于 半 无 限 薄板 的 绕 庙 这 个 比较 简单 的 问题 说 来 ， 
正 是 由 于 下 一 步 报 视 了 Fraenkel “Sipe TH QE +4). 

171 页 兽 提 到 过 ，Stokes UMA RES, 而 Oseen FR 
开 似 乎 是 正则 摄 动 [Kapun (1957) 注意 到 这 是 一 种 巧合 ， 
在 可 压缩 流 中 ，Stokes EMRE HEA CLagerstrom, 1964), 
就 不 会 有 这 种 巧合 ]。 山 ingworth 于 1947 F (RRE) 计算 
了 图 球 绕 流 的 二 阶 近似 。 他 得 到 的 阻力 系数 为 


C= Se {1 +2R +2 Rog R + 0.1333R? 
R 8 40 
+ 2 F?’ log R — 0.0034 R° + … (N.23) 


Akl, Eft Oseen FRA SIC I Navier-Stokes 方程 
的 解 相 一 致 的 项 数 从 了 阶 延伸 到 Rilog R 阶 。 毫 无 疑问 , 作 
进一步 送 代 ,一 致 性 会 更 好 ， 

J ÅA., Dorrepaal, Ranger, O'Neill (1975) 发 现 , 假定 
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VAM, Stokes JERS TFL AIR Yak A ob ee Be E 
Boia SEA. Ranger (1972) #— RG., SPP Re 
的 Jefferey-Hamel 扩张 流动 ,两 项 Stokes 展开 式 可 以 项 计 分 
WW Reynolds 数 淮 确 到 3 能; 对 半 扩 散 角 为 45° 的 渠道 ， 四 项 
恢 开 式 的 结果 可 准确 到 1 一 1.5 匈 ， 这 个 问题 的 Stokes 展开 
式 是 正则 摄 动 , 它 是 Reynolds $t R MRM. 

这 就 是 说 ,对 圆 球 绕 流 这 个 奇异 报 动 问题 来 说 ,就 汶 有 和 那 
A—BiT. MRAM 8.3, 图 &8.4 BRAS, TU Stokes 展开 式 是 
BY Ae ab PR OE RA Ta 5d RH 8 (EE 
径 为 特征 长 度 )。 这 隔 击 有 限 差 分 法 解 Navicr-Stokes 方程 的 
{#10 (Pruppacher, Le Clair 和 Hamielee, 1970), Fld 
数 截 断 法 求 得 的 信 10.25 (Dennis 和 Walker, 1971). WIH 
流 场 显示 技术 的 观测 慎 8.5 (Payard 和 Coutauccau, 1971) # 
不 多 相近 ]. 和 但 是 ,应 用 Chester 和 Breach (1969) 的 解 ， 拒 
分 离 Reynolds 数 的 方程 (3.38) 延伸 后 ,得 到 


1-LR+2 R(IogR +2 lg2+7 + 33) 
8 40 3 840 


+ OCR’ log R) = 0 (N.24) 
Ranger (1972) 指出 ,这 个 方程 还 是 没有 实 根 ,把 R'logR 的 
项 包括 在 内 依然 如 此 .看 来 ， 对 数 项 还 需 作 些 改变 . 
Skinner (1975) 的 解 给 出 了 关于 图 柱 绕 辣 的 相应 方程 : 


(A, 一 0.87 A} + -y-Er(i-tat--) 


7 ， 3 
—Zr(i-3a +++) OR) = 0 N.25 
96 14 ) 


其 中 A, = (tox 4{/R—?F +4)" 。 用 两 项 可 得 分 离 时 R= 


1.12， 用 三 项 得 R = 1.0， 这 个 数值 可 同 Underwood (1969) 
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用 级 数 截断 法 计算 的 值 2.88{【 以 及 172 页 上 Yamada jH Oscen 
VUE BUA 1.51) 相当 .这 种 粗略 的 一 致 性 看 来 是 令 人 满 
RN. ARI Be A 是 小 量 ,而 这 时 的 A 等 于 0.8。 


11. 超越 小 项 

SBAREAN RRR BER oo’ 那 种 指数 型 喜 碱 
的 小 项 。 如 下 的 浙 近 展开 式 (Olver, 1964) 是 说 明 这 些 项 在 
数值 计算 时 可 能 是 重要 的 一 个 列子 


T cosi w L - 
dg ~ 一 “+(—D"™™]| 
[ss e~z OD 


Žw 1 
(w+ IF ø 


— en + …|; u a > oot (N.26) 
BD ce # 一 10, HANER A A HB 15%, Dingle 
(1973) $ AE IREE T BRK “SS eit RAK” Aw 
F, ER ay fe SLA MER SAN ER. 

AK, EMR RAR. B.A Ree 
到 高 阶 的 注 2 ALE 10 中 所 讨论 的 每 个 级 数 ,似乎 都 代表 了 氛 
动量 的 解析 函数 ， 它 们 在 复 平 面 上 有 有 限 的 收银 半 答 ， 另 一 
方面 ，Terril (1973) 指出 ， 对 于 在 大 Reynolds 数 下 通过 多 
TLS Fart Sik EB ay R, HE 
Fe TR I. BAAR, H R> 9.1 时 。 
有 双重 解 ; 当 2.3 过 R <91 HEE. BWA RAR 
通常 方式 进行 匹配 ,只 能 得 到 R 次 客 的 唯一 解 。 但 是 , 若 把 
eE 的 项 包括 在 内 ，FR 沁 9.1 时 就 有 两 个 解 ，3.3 < R < 9.I 
时 无 解 , 这 疝 数 值 计算 的 结果 相当 一 致 ， 同样 地 ，4Adamson 和 
Richey (1973) 发 现 , 对 于 有 激 疲 的 蜂 声 速 喷 管 流 ， 指 数 型 训 
减 的 小 项 也 是 重要 的 . 

对 于 平 功 此 闻 的 收缩 流动 ， Buakh (19604) 已 将 指数 型 
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罕 减 的 小 胡 包 插 在 边界 层 解 的 外 底 开 中 ,并 用 精确 的 Te 人 fere7 
Hamel 解 进行 科 验 。 他 指出 ， 在 平面 或 轴 对 称 驻 点 流动 的 高 
阶 边 界 层 解 忆 及 其 它 问题 中 ,也 会 出 现 这 类 项 ， 


在 用 直接 匹配 会 产生 ( lg 工 】 a (tow AE)” 宕 次 方 的 


内 外 展开 式 的 “ 纯 对 数 " 情 形 ， 常 常会 出 现 eeRA BABY 
项 。 如 183 页 所 述 (参看 习题 8.5)， 对 小 Reynolds Smee 
He, Proudman 和 Pearson (1957) 初步 讨论 了 这 类 指数 型 赛 
WoO. Skinner 【1975) 系统 地 研究 了 上 述 问题 前 病 组 指数 型 
衰减 的 小 项 后 发 现 ,即使 在 只 一 0.025 时 ， 仿 只 的 项 对 于 流 
谱 的 对 称 性 有 很 天 影响 ， 但 对 阻力 没有 贡献 . OB Re 
{T Kaplun 关于 阻力 系数 的 结果 (8.49), 得 到 
3 f 1 2 
Co ~ i {4 — 087A} + O(A) — ÈR i 一 A A, 


+ otai)] 十 ocr} (N.27) 


但 及 图 8.5 显 见 ,至 少 当 R >04 起 , 它 偏离 准确 值 更 元 了 . 
这 无 疑 是 因为 它 比 Kapu RAPA ALY AOR AAR 
Ri. 


注 12. 统 抛 物 面 的 粘 挫 流动 


在 流体 力学 中 。 无 论 是 位 势 流 动 还 基 烙 性 流动 。， 捞 物 面 
上 其 有 许多 简单 而 又 值得 令 人 注意 的 性 质 . E 4.6, 48, 4.9, 
10.6，10.8、，10.9 节 , 我 们 已 经 看 到 ， 它 们 是 怎样 作为 较 复 杂 
流动 的 模型 ,或 求解 的 基础 的 。 

作为 半 无 限 平板 绕 流 的 推广 ， 注 3 援引 了 若干 组 研究 人 
员 用 数值 方法 计算 的 缆 抛 物 福 的 轴 向 层 流 流动 。 Dennis 和 
Walsh (1971) Davis (1972), Botta, Dijkstra 和 Veldman {1972) 
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用 有 限 差分 法 分 别 在 抛物 华 标 系 内 求 艇 了 Navier-Stokes Jf 
程 ,其 Reynolds 数 的 范围 从 相 应 于 平板 的 零 错 相应 于 Prand!i 
边界 层 近 似 的 无 穷 。 三 个 解 得 和 到 了 相同 的 辜 阻 ， 相 凌 不 到 百 
分 之 一 .一 个 值得 注意 的 结论 是 ， 册 前 缘 附 近 的 摩 榨 力 为 代 
表 的 二 阶 边 界 层 理论 {图 N.,2) 没 有 多 大 的 实际 用 处 ， 因 为 当 
Reynolds 数 减 小 时 , 它 迅速 偏离 精 砍 争 . 


aif i ig nt 08 i01 ga 
ita 
ae 


图 N.2 擅 物 柱 前 绿 的 磨 控 力 ， 


Werle 和 Davis {1972》 用 数值 方法 计算 了 轴 对 称 流 中 
旋转 抛物 面 上 的 边界 层 。 只 要 麻 阻 为 零 时 ， 他 们 必然 会 过 到 
Goldstein (1948) HEARE. 

注 4 论述 了 旋转 抛物 面 的 轴 对 称 绕 流 在 小 Reynolds 数 
FRIAS. 而 Davis 和 Werle (1972) 以 及 Veldman (1973) 
则 在 整个 Reynolds 数 范围 内 。 用 数值 方法 求解 了 Navier- 
Stoka 方程 。 


13. ARSZLHARR 


Kerney (1972) #3, Van Dyke (19646) H RRS 
的 方程 《9.15) CRORE. 环 量 的 表达 式 (9.18) 应 为 


= 262 4 


r —~ 24 logd 3-277 pA t: 


— = | 二 


To A wo # Le x? fi 
， o 
x [2+ 2z og(1— e) 
— dog? U = 2°) _ 3 = 28° log Z | 
J 一 x 1— 2! Vlg 
十 (N.28} 


RAEN KFA DR BAAR (1.5) 应 改 为 


aCe 一 2x — -2 18 lgd p4 (2 + x? 
A a At n” \2 


1 
— 4i ) 二 十 - . (N29 
ogm 4 -£ } 


Att, ERS RAAT Prandtl 的 结果 (9.1a) 的 形式 ， 式 
《10.27) 应 改 为 


dC, 2x i . 
PEE en (N30) 
da 2 is ( 2 1 
1 十 二 十 二 1logrd 一 二 ) 一 
了 


在 图 N.3 中 ， 把 改正 后 的 结果 同 升力 面 理论 作 了 比较 .该 
图 代替 了 原先 的 图 9.4， 其 中 Kries 的 升力 面 理论 绪 果 为 
R. T. Meden 用 Medan (1974) 方法 计算 的 精确 值 : 

4 I/we 2/x Bir 16/x 


os 0.496 £0.002 0.969 +0.002 2.9444 0.004 4.15140.004 
ce 


以 及 Jordan (1971). TRB C4 4/e) 的 值 
1.7900230 FRÆ. 改 错 以 在， 大 展 弦 比 时 的 一 致 性 略 有 改 
善 , 但 小 障 弦 比 时 的 一 至 性 变 关 了。 

Germain (1967) 提出 男 一 种 方法 来 收 进 式 (1.6)， 它 在 
小 展 纺 比 4 时 要 好 一 些 ， 改正 了 式 《1.6) 的 错误 后 ， 它 变 成 
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DA 
ee 


和 二 阶 近 做 
mK RBI B-r 


D dogoni! 9r 


———__~-L 


a 2 4 4 £ a 


ANS PRP RA AMR, 


aC. =， an (N.31) 


da 2 16 1 a 
i 十 一 tap log (1 十 天 es 


图 N.3 表明 ,这 个 式 于 在 整个 4 的 范围 内 ,近似 程度 都 很 好 . 
小 展 皖 比 时 ， 它 给 出 172 4。 而 细 长 机 票 理论 的 精确 极限 值 
为 (zj12)4 = 1574, 

Thurber (1965) 论述 了 具有 光 谓 、 对 称 、 后 掠 平面 形状 
的 和 机 桔 更 一 般 的 情形 .他 发 更 ,这 时 , 展 荡 比 的 对 数 出 现在 二 
阶 近 似 中 ， 而 不 是 在 三 阶 近 似 中 。 记 以 ， 环 量 不 用 式 (9.137 
而 用 下 式 来 计算 : 
Pot ra fa) + TAW +e (N.32) 


Thurber 得 出 了 用 来 计算 函数 h 和 h 的 表达 式 ， 它 们 是 以 
机 取 平 面 形 状 的 几何 参数 来 表示 的 ， 
Kerney (1971) 及 Tokuda (1971) ASO TPR 
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DALARI, HEIR, APPR A 
全 解决 . 


注 14. 多重 尺度 法 


本 节 中 相对 而 言 , 匹 配 渐 近 展开 法 的 份量 重 了 些 , 而 多 重 
尺度 尘 的 份量 轻 了 些 (10.4 节 )， 其 原因 是 , SPHERE 
还 刚刚 提出 来 ， 近 十 年 来 ,这 种 方法 得 到 了 莲 姬 发展 ， 所 以 ， 
它 在 流体 力学 中 己 是 仅 次 于 匹配 渐 泊 展开 法 的 重要 方法 了 ， 
要 用 广 释 来 改变 上 述 那 种 不 平衡 的 状况 是 不 可 能 的 ,所 以 ,我 
们 必须 建议 读者 去 参考 别 的 节 籍 和 文献 . 

Cole (1968) 用 一 章 专门 论述 他 所 命名 的 “两 变量 展开 
法 ”，。 仆 没有 涉及 该 方法 在 偏 微 分 方程 中 的 应 用 .。 Kevorkian 
(1966) 的 文章 曼 很 有 用 ,但 也 有 同样 的 缺陷 。 较 完整 地 论述 
这 个 内 容 的 是 Nayfeh 《1973》 所 著 书 的 第 太 章 , 他 把 上 述 方 
法 分 为 三 类 ; 

1. 多 变量 或 导数 蝴 开 法 。 采 用 无 限 个 逐渐 次 慢 的 简单 尺 

度 ( 的 头 儿 个 尺度 ) 来 进行 演算 ,如 

Xi = r, X = Er, X, = sty, s+: (N.33) 

2, 两 变量 展开 法 ,缓慢 的 尺度 较 简 单 ， 快 变 的 尺度 稍 必 

(线性 的 ) 变 形 ,例如 ， 

X, = a(l + Cys? + Cy? +s), Xm ex (N.34) 

通常 ,在 X 中 不 需要 Ce 项 ,因为 它 由 XX; 计 及 . 

3.7 ARSERAK. SEREHR, HERE BAER 
性 变形 。 例如， 

X= te) + gl) + ena) t+, Xm (N.35) 


REPA PFH g(x) 项 可 以 赂 去 . 
事实 上 ， 流 体力 学 中 多 数 用 多 重 尺度 法 解决 的 问题 只 要 
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用 仅 有 两 个 简单 尺度 (如 过 和 sx) 的 原始 形式 就 够 了 .有 了 时， 
是 严格 地 正确 的 ; 有 时 这 是 因为 我 们 上 只 要 展开 到 低 阶 项 如 
EJ. Hinch 和 Leal (1973), Grimshaw (1974) 以 及 Nayfeh 
和 Tsai (1974) A Hee. 
在 文献 中 , 还 会 届 到 别 种 形式 的 和 多重 尺 度 法 。 Levey 和 
Mahony (1968) FERRARI ,而 不 是 将 快 变 尺度 变形 : 
X, =r, X = Ex(l +de tdi’? +--+) (N.36) 
Peyret (1970) 和 将 两 者 都 稍 作 变形 -: 
RE 一 x(l1 + Ce + Cye* + ---) 
X= ex(1 die + dye? tH eee) 
SEREA H A AL A a A A e RI BT i] 
题 , 但 效率 较 低 ; 它 还 可 以 解决 匹配 展开 不 适用 的 问题 ， 典 型 
的 例子 包括 组 慢 调 制 的 振动 和 波 . 
某 些 作者 错误 地 认为 ， 多重 尺度 法 的 解 在 无 限 大 的 范围 
内 有 效 。 如 果 短 尺度 和 长 尺度 是 * 和 sx, 一般 说 来 , CRE 
* 一 (se!) 的 范围 内 有 次 。 为 下 述 方程 支配 的 “老化 弹 移 ” 
(Cheng 和 Wu, 1970) 就 是 一 例 ; 
Ete yxy =H (N.38} 
其 中 ,多 重 尺 度 法 的 解 仅 当 ec? <1 HWRE. 


(N.37) 


注 15. 级 数 的 分 析 和 改进 


本 书 完成 以 后 ,除了 10.6~10.8 节 所 述 的 外 ,作者 还 知道 
了 改进 振动 级 数 适 用 性 的 几 种 方法 。 这 些 方法 大 多 适用 于 正 
则 报 动 问题 。 这 时 ,其 解 在 形式 上 是 爱 动 基 的 等 级 数 ( 也 许 还 
要 除去 一 个 函数 因子 )。 妈 使 通常 仅 当 摄 动量 为 正 实 数 时 才 
有 物理 意义 ,我 们 若 在 复 平 面 上 来 研究 它 ,那么 复 分 析 的 方法 
就 能 发 挥 作用 了 . 

WFR, RIAA TEED (Van Dyke, 1974) 
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可 用 来 部 分 地 揭示 解 的 详 析 结构 。 然 后 利用 这 方面 的 知识 来 
提 旧 级 数 的 精确 度 ， 并 扩大 它 的 适用 范围 。 随 着 已 益 广 还 地 
下 计算 机 关 诈 算 摄 动 级 数 的 许多 项 { 广 2， 上 述 分 析 和 改进 
级 数 的 过 程 为 我 们 提供 了 处 理 正则 援 动 问题 的 三 步 方案 
(Van Dyke, 1976): 

i 把 常规 的 计算 工作 交付 电子 计算 机 去 完成 从 而 将 级 

SRE BT I 

i 沽 察 级 数 的 系数 ， 以 便 在 摄 动量 的 复 平 面 上 揭示 解 的 

解析 结构 ; 

重 碌 据 解 的 解析 结构 变换 级 数 。 

至 少 对 于 茶 些 简章 的 间 题 。 这 种 半数 值 方法 要 比 有 限 差 
分 法 或 其 它 纯 数 信 计算 方 潜 更 加 有 效 屯 利用 计算 机 . 它 可 以 
在 较 短 的 机 时 内 达到 较 高 的 精确 度 。 求 得 的 解 是 摄 动量 的 函 
Z, 而 不 是 一 些 固 定 的 数值 方法 的 完全 成 功 在 于 , 它 从 很 小 
的 摄 动 量 的 展开 式 出 发 ， 再 变换 级 数 从 而 得 出 在 整个 有 物理 
意义 的 范 园 内 有 效 的 精确 和 解 。 注 2 讨论 了 两 个 成 功 的 例子 ; 
Schwartz (1974) 改造 了 Stokes 级 数 , 使 它 对 最 高 波幅 的 水 
wy tie Be. Van Dyke (1970)】 把 小 Reynolds 数 下 圆 球 Oseen 
阻 为 的 Goldstein 级 数 作 了 变换 ,使 Reynolds 数 为 无 穷 时 也 
Fes HPI i A RRE. 

奇异 报 动 间 题 ,尤其 是 含 报 动 量 对 数 项 的 向 题 ,常常 需要 
作 改 进 ,但 还 不 知道 一 般 的 方法 。 对 于 “ 纯 对 数 ” 的 情况 ,有 展开 
式 的 形式 为 


ite) 一 


4 poB 

lbg{1/e}) Clogi/e) 
C 

P Clog /ey (N-39) 

前 两 项 可 归并 成 一 项 ， 得 到 
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A Cy 
1O = eRe agi U ON 
sich K = e74, £9181 页 上 所 担 到 的 ，Kaplun 选择 了 这 一 
形式 计算 了 小 Reynolds 数 下 圆柱 盟 力 的 公式 (方程 8.49), 而 
Proudman 和 Pearson (1957) 使 用 了 第 一 种 形式 ， 图 N.4{ 它 
应 同 图 8.5 比较 ) 说 明 , 这 一 改进 在 无 论 那 一 步 都 太 大 地 提高 
了 精确 弃 ， 看 某 些 线性 间 题 和 具有 特殊 几何 形状 的 问题 中 ， 


40 


… 未 归并 的 一 项 
+ ¢Prosdman À Pearson} 


i 

È uv 
pa 
i 
! 


H RAHAA 
i o 实验 


_ Tritton 


ss Cha Vk Mama] 


2 +? pa i a t2 
¥ 


图 N-4 小 Reynolds $F BIE A ao eit MEN, 


各 Batchelor (1970) 对 于 绕 细 长 质 扎 的 Stokes Mi zi TRH 
的 那样 ， 也 可 用 上 述 方 鞭 将 无 数 项 归并 成 一 项 ， 

对 于 s 的 办 及 其 对 匆 导 积 形式 的 情形 ， 我 们 只 知道 汐 了 
进行 收 进 普 党 试 过 两 次 ;类似 于 ?randt 的 一 阶 结 洪 O. la), 
3% HE UAL BEST He RSE A (N.29) 改写 成 CN.30)},， 它 
i-p Germain 改写 成 CN.31) 的 形式 ;其 次 是 Proudman 
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提出 将 小 有 Reynolds BP BUR AIK FT Ae (NN.22) 进行 改写 ( 广 
10), 

RIAA; Domb-Sykes 图 。 HRMS Ee 
Heim TAREE, ERNE LR RR et 
点 的 镍 质 . 首先 :最 近 奇 点 的 方向 出 系数 的 符号 型 来 揭示 . 落 
级 数 的 项 迟早 要 成 为 相同 符号 的 《或 郡 是 正 号 或 都 是 负 号 )。 
如 方程 (1.1) 和 (10.297 的 情形 ,那么 奇 点 在 正 实 轴 上 。 上 其 有 
这 种 符号 型 、 性 质 特别 良好 的 例子 是 。 层 流 边 界 岩 中 摩 阻 的 
Howarth (1938) 级 数 。， 其 逐渐 减 小 的 外 流速 度 为 U = U, 
x C1 — afi): 


e = A Rzt{1.328242 — 1.02054Cxf2) 一 0.06926(x/2) 


— 0.0560(x/ TP — 0.0372(x JD — 00272x / 4) 

— 00212x /DF — 00174x [EY — 0.014702 YP 

一 …,] (N.41) 
gH (1.3), (1.5), (1-7), (10.21), (10.22) 那样 。 符号 型 
往往 是 自负 交错 的 ， 这 就 表示 奇 点 在 负 实 轴 上 。 有 时 会 遇 到 
See SM, 它 同 衬 可 以 予以 说 明 ， 

最 近 胡 点 的 距离 , 即 收 化 半径 可 用 d'Alembert 比试 图 米 
WH, 按照 这 一 方 半 ,各 级 数 


fle) 一 5 58" (N.42a) 
的 收效 半径 为 


Es = tim | £223 (N.42b) 
FD en 


| 
如 图 N5.a 上 Howarth 级 数 (N.41) 的 例子 所 示 ， 直 接 作 
icrafcol 闻 + 的 关系 图 用 处 不 大 。Domb 和 Sykes (1957) Æ 
议 将 两 个 尺度 均 取 其 合 数 ， 作 1cs1 ess1 同 lia 的 关系 图 ， 该 
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疼 要 求 外 播 淹 原点， 而 不 是 外 播 到 无 窍 ， 这 是 一 个 明显 的 好 


oes oases! 


4a) «10 
图 .5 Howarth a Stagth eth ON.41). 
(a) HEE, (b) Domb-Syke: Æ, 
处 .更 重要 的 是 , 外 播 往 往 如 图 N.5b ABER eae Tee. 其 
HAs. a 


Cete), a0, l, 2 
z) = x (N.434) 
Te) 常数 te 
那么 
er agi (1 —_ite\ (N.43b) 
Cre Bo ni 


所 以 Domb-Sykes 图 是 雪线 .在 很 多 物理 问题 中 ,最 近 吞 操 羽 
FERRA TT eA, PRR A HIER, 然后 ， 
收敛 半 径 可 方便 地 用 在 l/r = 0 PB ART, Æ 
sb 上 ,该 值 显然 相应 于 分 离 处 的 奇 点 ,从 数值 计算 (Leigh 
1955) 知道 , GTE r/} 一 0.9585 Mo, SIA, 由 渐 近 线 的 
斜率 可 以 确定 最 近 奇 点 的 性 质 ， 所 忆 , 图 NN.53b 请 整地 说 明 其 


斜率 相应 于 a 一 > 这 同 Goldstein (1948) 和 Srewartson 


(1958) AEBS AT ak EAR — BER. Stewarison 指出 , ED 
BS yah A Pd (OP a aE 
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Domb-Sykes 图 很 少 有 象 本 例 那 样 是 笔直 的 。 Beers, 
CAN aT a aT LA R ee a RR A 
WERE pe RAM. 在 Van Dyke (1974) 的 文章 中 , 举 
出 了 关于 帖 性 度 动 各 种 可 能 情况 的 例子 ， 凡 及 收效 半径 为 零 
EXAMP. Gaunt 和 Guttmann (1974) 在 关于 晶体 点 
RAR HY, RT RPM HE GAMER I 
VAS Domb-Sykes 图 的 课题 ). 

在 复 平 面 上 研究 最 近 奇 点 和 别 的 琳 点 性 质 的 一 种 截然 不 
同 的 方法 是 构造 有 理 分 式 (10.7 节 ) (通常 称 为 Padé iit). 
并 考察 其 分 母 的 者 点 (225 页 )。 用 Padé ARBRE 
物理 学 家 中 已 经 非常 普遍 了。 Baker (1965, 1975), Hunter 
和 Biker (1973) Gauat 和 Guttmann (1974) 落 的 书 部 
是 有 价值 的 参考 资料 . 


注 16. BARE 


匹配 新 近 展 开 法 在 解决 长 期 肢 而 未 决 的 翌 谨 中 是 最 突出 
AY. Prandtl A RM AHR D'Alembert E. 7E 
小 Reynolds 数 的 另 一 极端 情况 Oseen 阐明 的 Stokes 和 Whi- 
tehead FERRER Kaplun (1957) 用 匹配 浙 近 展开 法 【第 八 章 ) 
重新 予以 解决 .下 述 三 个 问题 直到 用 匹配 渐 近 展开 法 解决 以 
前 ,呈现 明显 的 矛盾 性 质 ?。 如 果 定 多 不 变 , 其 趾 餐 个 问题 也 
都 可 以 认为 曾经 是 伴 雇 。 它们 象 Stokes 和 Whitehead fE 
一 样 ,在 平面 问题 的 元 穷 远 处 都 有 对 数 所 发散 项 . 

Filon 4#7#, Filon (1928) 用 Oseen 近似 研究 了 往 体 远 
场 的 定常 站 性 流动 。 在 二 阶 近似 中 ， 他 求 答 了 作为 解 动量 积 
分 的 非 对 称 形状 的 答 ， 当 围 线 增 大 时 ， 该 量 以 对 数 律 趋 于 元 
33. Imai (1951) 克服 了 这 个 国难 ， 他 的 出 ,二 阶 尾 流 解 中 的 
奇 性 辣 妊 流 外 的 三 阶 无 粘 解 相抵 消 ( 论 证 类 似 于 153 页 所 述 ， 
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Imai 也 后 用 于 计算 尘 克 限 平板 的 阴 力 )。Chang【i961) ABE 
地 运用 匹配 渐 近 展开 法 简化 了 解决 Pilons FEKI, 

高 Froude & F 4) at if i, Green (1936) HATKE 
LERAAR ACR BLL T AERC eit. EH 
Froude RRR. F = (Ug/i) = 1/8, Green 近似 的 据点 
是 ,由 于 忽 赂 了 重力 。 自 田 面 在 对 数 型 无 穷 远 处 落 和 Rispin 
(1966) 把 Green 近似 作为 局 部 展开 起 的 首 需 安排 在 系统 的 
Beh, FARRER RCS BN ye eRe 
Ad, sei Sika. A RAR MBS 
步 起 有 Froude 数 的 对 数 项 ， 其 形式 出 好 辐 半 无 限 平板 绕 庙 
的 展开 式 相 同 (N.6)，Ting 和 Keller (1974) ET BDF 
板 忆 出 的 射流 同 自 由 面 磁 挤 后 ,改进 了 原先 的 解 ， 

ARIE. 直线 涡 可 方便 地 理想 化 为 集中 的 核 ,而 曲线 涡 却 去 
使 它 本 身 诺 导 一 定 的 速 庶 ， 该 速度 随 楼 灶 径 合 数 的 增长 而 以 
对 数 律 增长 ， 因 此 ,需要 引进 某 种 方法 来 模 氢 涡 环 (Batchior， 
1967, p. 523), Tung #i Ting (1967) 克服 了 这 个 困难 . 也 
们 把 集中 涡 环 的 外 解 同 粘性 扩散 直线 涡 的 内 解 相 匹配 ， 结 果 
发 现 , 当 其 核 世 时 间 平 方 根 律 扩 散 时 , 涡 环 速度 以 时 间 对 数 律 
wis. Saffman 《1970》 纠 正 了 茶 些 代数 运算 的 错误 ，。 

层 流 混合 。 与 上 述 这 些 成 功 的 例子 不 同 ， 我 们 要 指出， 
86 ALEE “STREAKED ORS 
tk” GRR AH Ting (1959) 的 匹配 法 解决 。 Klemp 和 
Acrivos (1972) 提 出 ,考虑 所 有 高 阶 效应 后 ,混合 区 的 侧 向 位 
置 在 其 本 身 宽 度 最 阶 的 范围 内 是 不 确定 的 ， 
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一 iH] 
Bhi 11 
一 险 解 1.1 
TAT RAC BRA REI 


SHE 
一 的 物理 浏 据 5-3 9.2 
二 mi 
TRAE 7.15 7.8, 7.9, 可 是 
Pedy 注 9: 注 13 


三 Ei 


Pos eT TCS Be RTD 
SHAW HS 
四 i 


HH 4.7, 可 是 4.3 
严 本 5.6; 5.7,10.9 
him) ae RH SH 4.2, 
5.8 
升力 钱 理 论 中 的 环 量 一 9.3 
~ 理论 BES 
萍 到 理论 中 的 一 4.10* 4.11 
~fOI 5.9 
匹配 原理 5.7 
渐 近 一 4.105 5.7, 7.45 8.75 
Dilly Bas BES 
hH 3.8, 8.75 2% 4 
投 限 一 5.7, 8.7 
DAC a ITH: Tta SoT 一 5.10 
高 超声 速 钝 娘 的 一 9-9 一 9.13> 
注 5 
小 Reynolds WAM 8.73 
TE 45 BE S, FE iO 


索 引 


~ eile 10.10 
AREA MB OTe 
9.55 E13 
小 Reynolds WER 的 一 8.5 
一 8 6s {E 4s 证 5 TF 10 
起 理 近 似 I.2 
KE Æ? 
HDC 5.8 
中 间 匹 配 原 百 
中 间 问 题 5.8 
HARE 5.85 8.7 E5 
HAH 5.8 
中 间 和 解 5.8 
TY oh ae PPE Ue a PRED 
FER 5.4 
AE 4.10, 5.4 
一 的 选择 5.5, 注 4 
一 的 定义 5.4 
HE 9.12 
ARRERA- 9.2 
SR BAY 4-7, 4.115 JA43 H 
5.2, FEZ, 注 4 
BUHE 
一 的 特 插 改变 3.11, 注 7 
一 的 正 泽 标 展开 3-9 
~B SERRE FF 3.10 
ow EF ARR 6.8, 9.t> BE 
7 
TERRY 
WEE #7 
SRM El 
分 离 点 的 奇 性 3, 1524 注 15 
分 离 流 
不 可 于 篇 一 26, 7l, Sla 
8.6, 10.10, 注 3， 注 8, 注 10 


5.8, 8.7, fE4 


3.1, 9,12 
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一 的 Stokes 近似 ZR 10 
一 的 这 性 83, lz 
ERR Ma TE 


五 E] 


3G E E E ae 
BERE 
区 闫 的 一 4,8 一 4-10 4.12 
ER~ 4.11， 4.12 
ESTEE 5.3, 6.6 
半 竺 证 学 标 5.3，9.2 
平板 《参看 有 限 平 板 、 粘 性 谤 中 的 平 
板 》 
TEM Shi 1.4, 2.1 一 2.69 5.35 
H2y HE l0, H 1l, HE ES 
TERR (SRA. BAe 
Hit» FS Ft» TE Pk NEO 
本 证 解 
平板 边界 层 的 一 7.6 HA 
BEREA 3.20 
MRR HPA ~ 4.53 4.75 
4.95 4.105 HÆ 4.15 5.7 
对 上 游 的 影响 7.5 
计数 1.3 10,5 
吉 法 合成 5.10, 9.13, WE 
TF Rte 
一 的 向 断 56 
下 具 一 5.3。，5.6。，7,4 
一 的 振动 2.1 一 2.3 
一 的 转移 3.8， 习 是 了 -2 4.2 
边界 层 
FFE RAW 2.65 3.9, 注 3 
WHER ”7412 一 ?143 注 
9 


3] Bl 4.7 


一 阶 一 方程 7.4 
这 界 层 的 Blasius 级 数 
敬 柱 的 一 2.6 
RAI 3.10, 10,9 
HiME AN —~ 1.35 3.9, 10.6, 
40,8 
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六 E 
Re 4.7, 4.01 ZB 44, 7.5 
Free 2.2 
TERY 
E 4.5 
ERM 
HEER PERE 3,7 
绕 圆 柱 骨 一 1.2, 2.45 10.10, 
注 2 
绒 狗 物 柱 的 一 [10.10 
” SRT SR S 
~~ 2m 4.9 
HERJE 2.4 
~P oe ie Sw 4.9, 


LO, Lo 
ms 
RE~ 1.35 9.2, 9.5, 10.8, 
习题 19.4, He 13 
KAE 1.359625 9055 HE 
13 
Bee Œl 
后 掠 一 Hl 
~ 的 厚度 新 应 ” 习 期 3,2， 注 8 
压力 系数 
慨 超 声速 流 中 铁 的 一 9.5，9.8 
亚 声 速 菏 更 理论 的 一 N49 
有 限 平板 
一 的 一 院 边 界 层 7 ,2 ?.5 


位 势 流 中 有 玫 冲 的 ~ 962 
一 的 二 阶 边界 层 7.9 


一 的 靡 阳 7.10, Till, #2 8 
一 的 三 重 结 构 Hs 
ARE 9.3 
Marsh (Padé GEM 10.7; 注 15 
APT 1.2 
POPS URE 5.2， 6.4 
Hitita DZ; 3.10, 8 
ARSE 10.7 
合成 ~ 
IntE~ 3.10, 9,13 3E 6 


Sti — 5.10, 9.13, fF A 
SRRI 5.4, 习题 5.6, 8.7, 
10.35 10.4 
一 的 精确 度 Sa ES 
一 的 另 一 些 波 则 广 6 
狂 帮 的 一 913。 注 6 
构造 一 5.10, FES 
BEA PE 
ZERRE fils 
SHRM 10.4, 7g 16.1, 14 
一 的 精确 度 RE 14 
一 的 原 站 形式 注 I4 
一 同 苞 配 法 的 关系 E14 
一 各 种 形式 El 
MRR 3.7 
用 计算 机 延 伯 一 fF 2, TRIS 
~AR FE AD Hie dE (0.60.85 
REIS 
一 的 逐步 近 亿 法 37> 
ie Si BE 
渐 近 级 数 的 一 3.3， 3.5 
坐标 接 动 的 一 3.5 
EL Reynolda HE FHRA 
的 ~ FE 10 
改进 一 10.5 一 10.8， 注 15 
Janzen-Rayleigh 级 数 的 一 
1.35 2 
一 半径 3.5, 10.7, 10.85 注 3 
水 波 的 Stakes 级 歼 的 ~ Ea 


七 E 


初 什 问题 
棍 贺 型 方程 的 一 3.9 
Seam A FU 
抛物 面 
一 的 过 界 属 1.3» 10.43 10.8, 
10.9, FE 12 
一 的 阻力 4.6 
一 的 精确 复 速 应 4.12 
一 的 Janzen-Rayleigh fm FF 
10.19 


EHD 4.6, 4.8, 4.105 4.22 

一 的 Stokes-Qseen Gt‘ 3 hil 
8.4 

一 的 位 势 流动 4.6， 3.6 


一 的 摩 阻 1.3, 10.6; 10.8 
一 的 表面 速度 4.8 
一 的 薄 圭 近似 4-8, 4.11 
经 一 的 相 性 读 动 注 12 
Hip 7-83, 10.6, 10.7, 
10.85 0.9 
抛物 型 方程 
一 的 正 举 标 展开 3.9 
~ PURSE BREF 3.10 
一 的 变形 举 标 炙 él, 6.8, 
91, FES 


连接 
至 标 展 开 的 一 10.9 
BRAM 10.10 
inf 
AH- 1.2 
E~ 1.2 
一 在 流体 力学 中 的 必用 i~ 
1.4 
ez ad 
mA Sh 7.13, ED 
WAR W- 7.13 
自然 一 10.5, #9 
最 册 一 “7.1 一 14 10.6。 注 
9 
M~ 7.13, 10.6—10.8, } 
b ZF 12 
RE ~ 6.4 
ibe 7.135 E9 
RRA- 7.14 
PHRA 1 2 
平板 这 界 层 的 一 7.2 
一 的 站 化 性 3.5 
~ER 3.9 
REREH 3.9 
一 的 送 展 可 3.10 
一 的 连接 16.9 
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MRE Fee 5.2 
MSR 5.2 
gR- 5.2 
位 移 厚 度 引 起 的 流动 7.7 
尾 流 
Hiji 习题 3.3， 注 3 PET 
钝 体 一 (参看 涡 ) 
平面 一 8.7 
有 限 平板 的 一 7.9。 注 1 
阻力 | 
小 Reynolds SR ~ 8.6» 
注 11、 #15 
Be 4.6, 7-10 
小 Reynolds # H ~ 1435 
E.l, 8.65 10.6, 10.8; 注 2> 
710, 注 15 
极限 匹配 不 理 5.7 
RIE 3.1 
RE~ 3.15 9.11 
多重 一 3.1, 5.3 
BURDETT 注 3 
IN 画 
HME EME ERs 习题 9.3 
ETE APR Lids Gel~ 6.85 FE? 
SPU RRR 9.9 
— TDA si eT 
? 
~ Gad a PE E 
6.15 6.2, 6.8 
SERRA ~~ 7 
RARE. WEAH EH ~ 
6.1, 6.85 9.1 7 
一 的 适用 性 46.8, EET 
~ TRB 715 
~ ii RARBG EA ee kE 
10.4 
HARPER 6.5 
AER E A ar ~~ 
一 
一 的 适用 性 8-8, 注 7 


9.6 
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RBH: ES 
JEt (SEA) 
AERAR- 9.9 
Erhi «5425 Gls HE? 
map 5.2 
正 坐 标 属 开 的 一 35 
WHARE 4.4 
关 展 弦 名 机 更 理论 的 一 Ti 
数学 模型 的 ~ 5.25 Eph FES 
SE— 5.1 
一 的 物理 判 据 5.3, 9.2, 9,12 
一 的 根源 5.2 
方 冻 的 一 4? 
HARRA phi .4 
非 礁 一 性 《参看 平板 Hasius 解 的 本 
EMD 7.6, TEA 
=A RUE 
高 超声 速 边界 层 的 一 
MRM 4.5 
奇异 摄 动 问题 1-4, 3.65 4-1 
MRAM HAN 4.14.12 
Ste aR 35.2 
A Reynolds 8,7 Reynolds 数 
Fa AI~ 8.3 
无 粘度 的 一 9.1 一 9.13 
套数 氢 动 中 的 ~~ 3.2 
AARE 9.9 
His 
LD’ Alembert-~ 8.4, FE 16 
Filon— #2 16 
层 流 温 售 一 5-1, 16 
高 Floude TAE 


1.8 


注 8 
注 8 


Æ 16 


Stokes~ 5.1, 8.45 注 16 

视 环 一 注 16 

Whitebead~ &.4, 注 16 
先 代 了 4 

一 的 怀 缺 战 3-45 HE? 

ERAN Stokes 近似 的 一 8.4 
mE 1.3s 3.8 H 4.7, 

习题 1.8 

Pee ead 


一 的 收 敏 人性 3.5 

一 的 连接 10,10 

正则 一 5.3 

it~ 5.3 
ERE 

主 一 5.7, 9.2 

M= S.25 5.35 9.2 


A Gi 
Belly 7.5 
1.3, 3E 10-6, 注 


3B ae 
临界 Mach 数 
2, FER 
拼接 法 4.6, 5.7, 7-12, 10.9 
TRAIN 6 Be) 
HEERA 3.4, 广 11 
I~ BR 7.6 7-11, 10.5, 
注 3. 注意 
HHS 3.1 
Sere 3.1 
ZETANS 3.1 
BEWA =~ 3-1, 9-8, 了 -1> 
1.3, 7.5 
HUR 
HAH S AiE, PEPER, i 
[al a) 
SK 
10.8 


1.3, 3.9, 3.10, 19,6- 


te 
ee ER 
EEEE 7.12, 49 
脉冲 运动 
iw Re EM 3.10, 10.7 
粘 任 流 中 国 柱 的 一 ”习题 10.8, 
注 3 
粘性 流 中 柱 体 的 一 3.9, 习题 
10.75 注 3 
Bae HE 248 


十 Bi 


9.9, FEE 


HR Be 
AAR PRR 369, 


10.6, 10.7 

Sheet AE ft 
前 切 流 中 圆柱 的 一 2.2 
平面 可 压缩 流 的 一 9.9 
FHR EH 2.1 
PUNE BAMA 2.3 


ARAR HAAI 
ERDRE A E D z ~ 
3.9 

AA ARDE ah BB hls 3675 
9.10 

Pye Pe 
绕 印 体 的 一 1.35 3.9, 10.7, 


10.4 
Hekit 9.9, PEG 
一 的 浊 界 层 分 离 注 8 
一 的 相 亿 律 3.1, 4M 3.1 
EE 
ABLE SENT 2.2 
Wet ESA 2t 
WARM AH 2-4 
BX 
一 附近 的 后 部 解 4.9 4.10 
—~RYEIER 4.8, 习题 4.4 
薄 现 理论 中 一 的 非 一 致 性 4.4， 
4.3 6.7 
一 的 平 称 履 正法 412 
AE 2.1 一 2.€ 
一 上 将 边界 县 2.65 3.9, 2) 
10.85 Æ 2, 注 3 
RRA 1.35 2.5, H 
题 10.5， 注 2s 3 
波状 一 ”习题 2.3 3 
ap Reynolds 数 下 的 一 阻力 
8.7, 省 10 - 
TASER PAI 2-1 
据 物 型 剖面 前 切 闹 中 的 一 “习题 
2.4, 习题 5.7， 柱 3 
~ fy Janzen-Rayleigh if dy 
1.35 2.4 
脉动 竟 一 “习题 2 
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一 的 分 离 2.6, 7.14 8-15 2] 
题 10.8: E3, #10 
-RIRH 2-6, FES 
一 上 Stokes 近似 8.3 
Hag H= 2.2 
tirpi 265, 8.35 8.75 
#E4, BEG, TEL 
Apk 5.10, 9.12, FES 
SE 4.7, FAAS 
特 解 2.2, 4.7 
+ 一 E 
HGT U2 Ae ie 4.10, 3. 
8.75 9.11, 7E4 
WUE 3.3, 5.7 
渐 近 序列 
不 网 的 一 


Jy Feds 


3.4, FE 15 
一 的 选择 heds 3.7 
一 的 定 以 1.45 7.3 
Popa BY 3.4， 6.4 
"中 的 对 数 Lede 3,4 3465 
4.3, 4.7, 4.8, 4.11, 10.5, 
10.8, FE 3,7: 4s PE 7, TE IDs 
PELL, FES 
Ee i:a ia 
ll Ba 4445 5.7 
TE 
性 的 精确 度 3.5, 习题 5.1， 
5.35 10.6--10.8 
完全 购 一 FET], MES 
一 的 收 敏 竹 3.35 3.5 
-HEX 4.3 
~R 3.3 
~HE 3.6 
一 的 唯一 性 3.6 
AEE 1,3 
Bem tk 
RALE Ae ie ay EE BE 
4.12 
~RU ERB HE 44? 
RRS 


4.25 习题 4.1 
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绕 一 的 位 势 流动 ”习题 t, = 


E 10.5 
AEE MRD 8.7, 10.10 
粘性 流动 
SmI 8.1, 注 10 
A Reynolds 数 下 的 一 【参看 边 
界 层 理论 ] 7.17.15 
小 Reynolds 数 下 的 一 8,1~3.7 
aR AT RAPA 9-9, 7.10, 
7E 
spate HE 8.2, 注 3， 
FEI2 
Bao 4-6~4.10, H 4.8 
Ef 
~P 1.3,8.1,8.7,10.7, 
10,8, 注 2 
外 Reynolds $ F — AISE 
4.6, Œ 10 
ARERI Oscen E 1.3, 8.4, 
10.7, 10.8 


B= I 3.2 
PR FRITET 8.6 
小 Reynolds F =fr) P 
8.7, Œ 4, 注 i0 
~R §.1,5.6,75 3, 10, 
堆 广 的 多 看 尺度 法 注 14 


A EB 
印 体 的 一 1.3, 3.9 
叭 一 性 
平板 Blasius 解 的 一 7.6 
WARM 4.5 
符号 型 证 15 
A 


WE ~PBS ak 7.6, 
F.il, 10.6, E3, HEB 
外 一 的 影响 习题 ?.2 


wm Elé 

RE 5.3, 5-5, 10.2, 注 7 
F 二 H 

mW 6 


HAR 
~ RU Rip 6.46.7 


BHU 1.8, 3.9, 16, 
10.8 
纤细 长 锥 的 一 96 一 9.8 


Aa ae 3.7 


超越 六 项 3.6y 9475 Eh EIl 
Wham 4.5,4.10,5.6, 7.75 
8.5, 8.6 
BB 5.5, 7.4 
HESS 7127.14, 10.5 
ew tiie 7.13, TE 9 
最 近 奇 点 iT 


HiS oo 3,2 
-HEA 3,2 


ÄTT TE 16 
主流 习题 7.5 

+ 三 m 
a 


BAP ~ 4b AR 43s 4.7 
=m 443 


fea ig if 
~He 1.3 
EM ~ 1.4, 2.1—2.6, 5.3, 


FE 2, PE 10, FEIT, @15 
A 1.4, 3-8, 4.1~4,12, 
5.25 3.35 8.4, R19. 13 


MEPA = 9.9 
~AR ”习题 ?.1 
络 一 的 位 势 旋 注 ”4.11 
禁区 OTE A 
HUE Me 6.1, 7 
WRAQHEIE 7.5, SPR 7.1 
REPU DT 3.7 
H hly bet 
=R FE 3.1, 9.8 
MEER — Ged 
一 小 证 动 理学 J 


+a 


ASL 1.3, 9.2, 9.5, 10.7. 
O HA lo.4, fe 13 

Ril ate 
-HEER 4.9 
一 的 初 什 问题 3.9 
— wee FT 3.10 
一 的 变形 坐标 法 6.1, 6.8, 

9.1, FEF 

fi EE 
一 的 会 成 解 5.10， 注 6 
-ARTERA 4i 
-HAARAA 5.10 
“HEHE iM 4.12 
一 元 巾 袁 面 速度 4.4 
一 边 冰 附近 的 局 部 解 4.9 
一 的 平移 修正 让 4.12 
-EARR ER 13 

FEJL 
BE~ 26, FES 
ARFER 7.10, FEB 
抛物 柱 的 一 1.3, 10.6, 10.8, 

10.10 

EER P~ 


7.0, ea 


wR 
RIER 9.9 
fetid 
Myre PR hw 6.6 
WR WE 
~AR RHC PM ie 3.7 
其 它 
Alembert PAF 8.4, TE 16 
Domb-Sykes Hi EF 2, ILE 
15 
Fuler 变换 3.65 10.8, FEZ 
Filon j% fF 16 
Janzen—-Rayleigh i fel 
图 柱 罗 一 1.3, 2.4, 3.7, H2 
抛物 村 的 ~ 10.10 
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Jefterey-Ham:l 请 动 TE 10, FEI! Osen JP 8.5, 9.6 


Joukowski 再 型 4.6 Oseen F 8.3, 8.5 
Kutta -Joukawski 条 忻 3.10, 9,2 Padé jf {k 《在 理 分 式 》 10.75 tE 15 
Lighthill 原理 4.12, 6.1, 27 PLK 方 读 (参看 变形 坐标 法 ) 
Lighthill 法 出 4.8 Poincaré 展开 注 4 
Tighthill eh BBS AED Reynolds $ 
M EJE GEH Janzen-Rayleigh 天 一 ”第 七 章 ， fs 
BF) 小 一 “第 八 章 : FE lo 

Mach $ Shanks 变换 10.6 

临界 一 1.35, H8106, FEZ Stokes JiR 1.3 
Mach £5 圆柱 的 一 8.2 

修正 的 一 6.5 平板 的 一 3.9, 10.10, 8 
Newton-Busemann Hip 1.3, 31 aHa AY ~ PE, TE 10 
Newton 近代 习题 3.1,10.8 振 牺 柱 的 一 ”习题 证 .了 
Oseen GE 1.35 8.4 Him me e.4, 注 4 

MRI ees.) 身 离 流 此 一 AE lo 

平板 的 一 8.5 10.4 圆 球 的 一 8.2 

热 物 看 的 一 8.5, 注 4 Stokes 展开 3.9, 8.5, 8.6, 注 4 

REA HE. Stokes 子 8.35 8.5 

圆 球 的 一 1.3, 8.5, 16.7, Stukes {iZ 8.3, 注 16 

10.8, 2:2, #15 Whitchead PER 8.3, Elé 
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